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从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新,并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初,在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起遨请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为: 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 
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经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列人的教材，以莫斯科大学的教材为 
主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版， 
面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴 • 这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深远的影 

响，无疑值得庆贺，特为之序- 
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本书俄文版出版于三十年前，此后奇异摄动理论中出现的新结果由作者介绍在 
后来的其他书中.但是该书的重要特点是证明的推导十分详细.对于希望进人奇异 
摄动领域和已经在该领域工作的人们来说，这是一本不可多得的好教材.在后面我 
们再出版的几本著作中，由于新内容的出现而涉及面较广，只能做综述性的介绍. 

该书翻译工作的组织者是倪明康教授，他在年青时代就对奇异摄动理论产生了 
浓厚的兴趣，并在很大程度上掌握了俄语，以后又在俄罗斯工作了近十年，完成了博 
士论文的答辩，并在多所大学任教，因此他无论是在数学的研究方面还是在用俄语 
在数学的教学上都达到了很高的水平.本书的译者林武忠教授具有相当好的俄语翻 
译能力和较高的奇异摄动理论知识造诣. 

所以我们深信本书的翻译是准确和规范的.勿庸置疑,该中译本的出版对从事 
渐近方法，特别是奇异摄动理论的中国年青学者会有很大的帮助，因为目前该领域 
无论是在理论层面还是在各种实际问题的应用层面都在迅猛发展. 

作者衷心地感谢倪明康教授和林武忠教授翻译本书. 


A B 瓦西里耶娃， B . 少.布图索夫 





在近二十五年来，许多从事微分方程渐近方法的同行越来越关注于最高阶导数 
前含有小参数的微分方程，这种兴趣来自于自动控制理论、非线性振动理论、量子力 
学、气体动力学和一般动力学等学科迅猛发展的实际需要，在这些领域中遇到了类 
型相似的微分方程. 

构造这类方程解的渐近展开式是很困难的，而运用通常“经典”方式对与其有关 
的小参数进行幂级数展开也是不可 能的； 这是因为如果这时令小参数为零的话，方 
程的阶数就会降低，因此所得退化问题的解一般不满足所有的定解条件.正因如此， 
这类摄动就称为奇异摄动问题. 

近年来有关奇异摄动问题的研究十分广泛，也提出了解决这些问题各种各样的 
方法，但是直到最近都没有一本完全致力于阐述这类问题的专著.有关奇异摄动理论 
的材料基本上都包含在论文中.这时必然缺少统一的方式和过于简单的陈述，这就 
给无论是希望了解这方面问题的数学工作者，还是从事于实际问题的人们都造成很 
大的困难.即使阅读一系列综合评述报告，例如[16, 10]，甚至如瓦佐夫 （ B. BasoB) 
的译著 [12] 中的第十章也无法弥补这个空白点. 

正像说过那样，关于奇异摄动 f 论的材#，按其问题的特点和方法,是各种各样 
的;要把这些都写人一本篇幅不是彳 1大的书¥是不可能的.所以，我们在这本专著中 
给自己提出的目标是在一定程度上只详细介绍奇异摄动理论中的一种对非线性方程 
组已仔细研究过的方法，即所谓的边界层函数法，以及关于用这个方法最适合解决 
的那些问题，其中除了微分方程问题之外，还有关于积分省分方程和含小滞量的微 
分-差分方程问题. 

本书的内容是以作者及其学生们和同事们的研究工作为基础写成的.首先是从 





全面提出奇异摄动问题和从介绍奇异摄动理论最基本的定理之一，即吉洪诺夫 （ A . 
H . Thxhob) 极限定理，进行讲述.其后顺序研究了常微分方程初值问题的渐近解、 
边值问题、积分~«分方程、以及最后微分-差分方程解的存在性和渐近解的问题. 

我们注意到，所有这些问题不仅都用统一的算法构造渐近解，而且用统一方法 
证明基本定理.为了避免重复，在许多情况下省略了证明的细节，并建议读者作为练 
习，进行仔细证明.为了更好的掌握本书内容，在练习中对若干具体例子进行了详细 
的分析. 

我们还要指出的是，书中§14关于条件稳定情况的基本定理是最新结果，至今 
尚未发表. 

书中材料的叙述通俗易懂，本书也完全适合于工程师和其他从事实际问题的 
人们. 


《俄罗斯数学教材选译》序 
作者的中译本序 
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第一章基本概念 


§1. 解对参数的渐近近似概念 


在微分方程研究的历史初始阶段，其基本目的就是求得方程的精 确解； 但是后 
来才知道，只有对极特殊的一些微分方程类型，才有可能利用初等函数来有效表示 
它的精确解.所以人们更急于找出构造微分方程近似解方法的问题.这个问题已经 
从两个方面深人地进行了 研究: 发展解的数值方法和发展解的渐近方法. 

本专著中所研究的是关于含有 小参数 /X 的微分方程的某些渐近 方法; 这样的方 
程可以写成 

/7T 

( 1 . 1 ) 

假 设方程 (1.1) 的解诈，/ X )是由某些定解条件所确定的. 所谓解 诈，/ X ) 对参教 M 
的渐近近似（或者渐近表示，或者渐近公式）我们认为是这样的函数使得只 
要参数 / x 充分小，而自变量*在给定区间中变化时，这个渐近近似的余项，即差 

(在某种范数之下）也很小 • 我们还称当 / x 很小时 
的量阶阶数为渐近近似的精确度. 


所谓渐近 方法， 我们通常是理解为构造 X ( t ^) 的这样或那样的方法 （例如取关 
于 / x 的幂级数部分和的形 式）； 根据这些方法，采用比 （1.1) 更为简单的方程来求 
得 X ( t ^) ;而渐近方法的实际价值也正是与从这些更简单方程是否可能有效地确 
定 X (*，/ x ) 密切相关的. ，‘ 

不应当认为由于计算机的发展，渐近方法的作用就变得不重 要了； 实际上，数值 
计算与渐近方法不是相互排斥，而是相互补充的.例如在许多情况下，渐近近似的表 
达式就可以很方便地用来作为数值计算的零次近似.然而从我们的观点来看，数值 
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计算与渐近方法最密切的联系还表 现在： 适合于该种渐近方法的那些方程渐近性质 
的研究正是任何一种数值方法理论中的主要方面之一.例如，微分方程数值解的差分 
格式（见 [4]) 就含有某个小参数 /I (步长),而当采用这样的格式时，就必须肯定用这 
种格式所得到的差分方程组的解，当/ I 充分小时确实接近于原来微分方程的解.完 
全一样地,当对不适定问题进行正则化时(见 [55]), 也得到含有一个正则化小参数 a 
的辅助方程，而且问题也在于建立这个辅助方禮的解与原来问题的解之间（在某种 
确定意义下）的近似性. 

§2. 奇异摄动概念 

我们考虑常微分方程组 (1-1). 假设对其全体变量连续，且当 
/ x 在某个区域中变化时对 z 满足李普希茨条件.我们用某些定解条件,例如初始条 
件 

= X 0 (1.2) 

来确定方程组 (1.1) 的解 

我们可以用下面的办法来求出冰，最简单的渐近表达式：首先在前面的 (1.1) 

式中令 M = 0; 一般说来，这时可以得到更简单的方程组 

_ 

—=/(^ i 5 0). (1.3) 

其次用与 （1.2) 相同的初始条件，即 x ( t 0 ) = x °, 来确定这个方程的 解对作 我们自然 
希望，如果 / x 充分小，则郎) 会是 x ( t ^) 在上节中所指出的那种意义下的渐近近似. 
深人地研究说明确实如此，即当 /x — 0时，差冲， M )- 无⑷ 是无穷小量，而且这个差 
对*在区间 [ i 0 , T ] 上一致地趋于零.这个结果在今天认为是古典的，已包含在微分 
方程的教科书中.我们将在第二章仔细地叙述这个结果. 

现在考虑方程组 


y ，^ = ’卜， y 〆 ). （ L4 ) 

如果将这个方程组重新写成 （1.1) 的形式，那么显然加在 （1.1) 右端的连续性条件已 
经不再满足了，因为这时 M 是在分母，从而当 /x — 0时产生了奇异性. 

然而我们还是想尝试一下在研究 (1.1) 时那样的方法来研究 （1.4)， 即令 p = 0 
来构造方程组 （1.4) 在满足某些定解条件之下的解的渐近近似.这时不同于方程组 
(1.3), 我们得到了方程组 


Q = (1.5) 

由于 （1.3) 的阶数与 (1.1) 是一样的，因此 (1.3) 的 解无⑷ 可以满足对 (1.1) 提出的 
定解条件 （1.2). 但是方程组 （1.5) 的解一般说来已经不可能再满足为了决定方程组 
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(1.4) 的解而提出的所有那些定解条件了，因为方程组 （1.5) 的阶数低于 （1.4) 的阶 
数.因此，在给出 （1.4) 定解条件的点处， （1.5) 的解与 （ I . 4 ) 的解可能很不相同. 

类似的现象我们不仅在研究微分方程组 (1.4) 的时候遇到，而且在研究所谓的 
具有小滯量的微分-差分方 程时也遇到.这种方程的最简单例子是差分方程 

z ( t ) = F ( z(t - (1.6) 


这里的自变量*可以是连续变化，也可以是离散的.为了确定起见，我们假设*取一 
系列的离散值: 0, M ，2 M ， ….于是在* = 0处给定初始条件 

^(0) = z ° (1.7) 

之后，我们从 (1.6) 可以顺序地求出 z ( k ^) 的值 ， fc = 1，2,…，亦即 

之⑻= Fiz 0 ^), z {2^ i ) = F (^(/ x ),2/ x ) } … . (1.8) 

如果在 (1.6) 中令 M = 0,则可得函数方程 

z ( t ) = F ( z ( t ), t )； (1.9) 

由此（在满足一定条件之下）可以求出*的隐函数5⑷.一般来说这个函数已不再满 
足条件 （1.7) 了.因此,如果提出 （1.9) 的解可以作为问题（1.6)， (1.7) 的近似解、并 
得出某种结论的话，那么也可以对 （1.4) 和 (1.5) 提出同样的问题和得出类似的结论. 

值得注意的是这两种情况不同于 （1.1) 与 （1.3) 之间关系的原因都是一样的，即 
当 /x = 0时改变了方程的类型，或者说方程在如下的意义下是退化了，即为了决定 
当 /x = 0时方程的解所用的定解条件数目，比为了决定原来方程的解所用的定解条 
件数目少（特别对 （1.9) 来说，根本不需要任何定解条件，因为它是一个有限方程）. 
由于这个原因，许多作者都把方程组 （1.5) 和 (1.9) 称为 退化方程组， 我们也将采用 
这种叫法. 

人们通常把系统 (1.1) 称为系统 （1.3) 的摄动 系统，而且将一个不为零的小参 
数 M 引入到系统中来的过程也叫做 摄动. 这个术语也可以用于系统（1.4)， (1.5) 和 
系统 （1.6), (1.9)，不过在系统（1.1)， (1.3) 的情形下我们称它 为正则摄动， 而对于系统 
(1.4)， (1.5) 和系统（1.6)， (1.9) 的情况将称 为奇异摄动' 换句话说, 将非摄动系统与 
含有不为零小参教的摄动系綵进行比较，如果发现为了决定摄动系统的解所需要的 
定解条件数目，比为了决定非摄动系统的解所需要尚定解条件数目来得多，那么我 
们就称这样的摄动为奇异摄动. 


0或简称为奇摄动——译者注. 
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§3. 奇异摄动方程组解的渐近表示特点和边界层 


为了确定起见，在这一节我们就奇摄动系统 （1.4) 进行讨论. 


尽管有上面指出的困难,我们还是想利用 （1.5) 的解来求出 （1.4) 满足某些定解 


条件(其究竟如何暂不具体化）的解的渐近近似.这时遇到如下两个需要立即解决的 
问题： * 


1. 当构造 （1.5) 的解时，首先必须从 （1.5) 的第一个方程求出％可是这个方程 
一 般来说是非线性的，因此它可能有几个形如 z = ^ t ) 的解，我们应当从中选取 
哪一个解呢？ 

2 . 如果采取某种方法对上述的解作出了选择（例如在线性系统情况下，一般只 
有一种可能性)，那么就可以将选到的 z 二 ^ t) 代入 （1.5) 的第二个方程.这时为 
了唯一确定所得到方程的解，就必须对2/给出定解条件.但在上面说过，加在 （1.4) 
上的所有定解条件在此已经不 能全部 满足，因此这就 要问： 为了确定 (1.5) 的解，应 
该保留加在 （1.4) 上的哪些定解条件和如何选取呢？ 

我们注意到无论上述哪一个问题，对正则摄动系统 （1.1) 来说都不会发生. 

我们现在转到奇摄动问题的其他特点.为了能够更清楚地进行说明，我们考虑 
一个不需要解决上面提出的那两个问题的例子，即考虑一个最简单的线性方程式的 
初值问题 

d z 

0 巧=似 + 6 ， z(t 0 ,fi) = z°, ( 1 . 10 ) 

其中 a 和 fe 是常数.由于 （1.10) 式中的方程是线性方程，因此第一个问题在此不存 
在.而且这时 （1.5) 式只有第一个（函数)方程，所以第二个问题也不存在.现在的退 
化方程为 

0 = az b; 

由此即得 

_ b 

z =——， 
a 

直接积分 (1.10) 可得 


( 1 . 11 ) 

( 1 . 12 ) 


冲 ’")=( z ° + exp 


a(t — to) 




a 


(1.13) 


由此可见，只有在满足某些特殊要求之下，芝= - b/a 才会是冲，的渐近近似.亦即 
为了使得3是 W 在 b 右边的渐近近似,必须有 a < 0且 p — 0+ (见图 1), 或者 
a > 0且0~.对于这两种情形之一，当 f >亡 0 ,且 〆 0时都有冲，^ 0. 
而在点 6 处，像在 §2 指出那样，这是不成立的.如果 a > 0 且^ — 0+ 或者 a<0 
旦 M — 0_，则7便是2((， W 在6左端的渐近近似，但这时与在&右端的2((， W 没 
有任何关系，因为这时对 t > to 且当时有 z ( t ， fi ) — oo . 如果 p 按任何方式趋 
于0,则既不趋于3也不趋于任何其他极限. 
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图1 A 是坐标为 （t = = /) 的初始点 . 1是对于 a < 0 ^ > 0 情况时，方程 （1.10) 解 

2 = z(t, ft) 的图形 • 2是退化方程解的图形-直线 z = z = -b/a. 


上述这些情况对于正则摄动系统 (1.1) 来说并不会出现,因为当"随意趋于0时， 
问题 （1.3)， (1.2) 的解就是问题 （1.1)， (1.2) 解的渐近近似，并不要求对函数 
加上任何 （类 似于在 （1.10) 中对 a 的符号）的特殊 要求， 而只需要求满足 
某些像在§2开头时指出的光滑性条件就够了. 

总之，例 (1.10) 说明： 非摄动系统 （1.5) 的解只有 A 满足某 些特定 要求之下才可 
能是 （1.4) 的渐近近似，对于特殊的系统 （1.10) 来说，这些要求就是 a 的定号性和" 
趋于0的单边性. 

今后我们总认为在系统 （1.4) 中的 ^ — 0+， 而且只 有这样的极限过程才成立， 
因此将略去 0 + 右上角的“ ”号而简单写成^ — 0 . 

正如上面已经指出那样，对系统 （1.4) 右端的特定要求，实质上是依赖于确定系 
统 (1.4) 解的那些定解条件的特性，这种依赖性在本书的下一章将进一步加以阐明. 

刚才我们只在某种程度上研究了这种依赖性的特点，而且还是对一个十分简单 
的线性例子进行 讨论; 下面我们考虑一个由两个常系数一阶方程组成的系统 




dz ] 

dt 


cinZi + ai2 么 2 + 石 1， " 


dz 


2 


dt 


沒 21 么 1 + fl22 么2 +石2 


(1.14) 


其初始条件（为了简单起见，令紿= 0) 是 


么 1(0 ， " ） = 么 ? ，么 2(0，"）= 


( L 15) 


系统 ( L 14) 的通解为 


= cian exp 


么 2(t ， 〆 ） =cia 2 i exp 


Ait 

Xit 


+ C2«i2 exp 


+ C20C22 exp 


入2亡 


+芝1 


+芝2 


(1.16) 


其中 》 1，》2 为系统 （1.14) 的特征方程 y \ 2 — (ail +^ 22 )^ + (^ 11^22 — a 12 a 2l ) = 0 的 
根,且为了简单起见假设它们是 单根； 是一些不依赖于 M 的确定常数，这是因为 
II 只可能以组合形式出现；是 （1.14) 的特解，我们把它们取成与 (1.14) 所 
对应的退化方程组 （1.5) 的解，即一组二元线性方程组 的解； C 1 ， C 2 为任意常数. 
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为了满足初始条件 (1.15), 常数 Cl)C2 应由方程组 

{ cian +c 2 ai2 + 

Cia 2 l + C 2 «22 + ^2 = ^2 

来决定.由此可见， C1 和 c 2 并不依赖于 M . 将求得的 c ljC2 代入 (1.16) 之后，不难 
相信： 如果 

ReAi <c 0, ReA 2 < 0， （1.17) 

则当£ > 0时，问题 （1.14), (1.15) 的解当 M — 0时，确实趋于退化方程组的解.关于 
特征方程的根应有负实部的条件 （1.17), 正是在简单例子 (1.10) 中对 a 符号所加条 
件的推广. 

如果 ReAi > 0, ReA 2 > 0,则问题 (1.14), (1.15) 的解将在 f < 0当 m 0时趋 
于退化方程组的解. 

如果特征方程根的实部有不同符号 


ReAi < 0, ReA2 > 0, (1.18) 

(值得注意的是在给定的二维情况下，这与 A ! < 0, A 2 > 0是一样的）则初值问题的 
解无论在 i = 0的左边或在它的右边都不趋于退化方程的解（当然应除去给定的4 
和4的值正好使得指数函数之一消失的特殊情形，即 Cl 或 C 2 有一个为零的情形）. 
但这时如果给定的不是初始条件（1.15)，而是用边界条件 

= zl, z 2 (1, m ) = 4 (1-19) 


来确定 (1.14) 的解，则容易看出，在区间 0 < f < 1 上当 /X — 0 时，这个解将趋于退 
化方程组的解,而且不需要对 zlz Q 2 作特别的 选择. 实际上，将 （1.16) 代入 （1.19) 即 
得 

f = cian +c 2 a 12 +zi, 


4 


c\a2\ exp 


Ai 


+ c 2 a 2 2 exp 


(7f) 


+ Z 2 


由此推出 


/5ia 22 exp (h) — ^2«i2 


a u a 2 2 exp ( 令 )- «i2«2i exp (专 

/?2«n ~ Piot2i exp (h) 


AT 


ana 22 exp(^)-a 12 a 21 exp(^ 


an 


1 + 0("))， 


/?2 




Oi22 


exp 


7 ) ( l +ow ) 
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其中 p x = zl - = $ -知，而 O ( fi ) 在这里以及今后都是表示其量阶不比 M 低 
的小量.因此问题 (1.14), (1.19) 的解成为 

= ft (1 + 0(")) exp (^) + 4- 0(")) exp ( 〜 (’" 工 ) ) +^i, 

之 2 ( 亡， 〆）= ft $(1 + 0(〆)) exp +/? 2 (1+0(〆)) exp (■ ) 气 ” ) +z 2 . (1.20) 

于是对 0 < f < 1, 当 p -> 0 时，幻 ( t ，"） 和 z 2 ( t ， fl ) 就趋于退化方程组的解 & 和芝 2. 

总之，为了保证系统 （1.14) 的解趋向于其退化方程组的解，其条件是与确定系 
统 (1.14) 解的定解条件形式密切相关的. * 

此外，上面所考虑的例子还给出了进一步研究系统 (1.14) 的解在这样一些点邻 
域中性质的可能性，在这些点处，加在系统 (1.14) 上的定解条件当方程组退化时被 
丢弃了. 

我们现在转到对初值问题 (1.14), (1.15) 的解 (1.16) 进行 讨论; 假设它满足条件 
(1.17). 于是令 /X — 0取极限即得 

lim zi ( t , = z l7 lim z 2 ( t , / x ) = z 2 \ 

/i—►O fi—^O 

如上所述，这对于 （ > o 是成立的.但是我们注意到这些极限并非对£ 一致地成立. 
在 f = 0附近出现这样的区域，在该区域中无论^多么小，非退化方程的解都明显地 
不同于退化方程 的解; 其实，这是开始时就预料到的.这种区域在简单例子 （1.10) 中 
(见图1 ) 就看到过. 

在边值问题（1.14)， (1.19) 的解 (1.20) 中也存在同样类型的区域，不过现在这种 
使得原来系统的解与退化系统的解之间明显不同的区域，不仅仅出现在£ = 0的邻 
域，而且出现在 f = 1的邻域. 

在奇摄动问题中，当 M 任意小时，可能产生原来（摄动）系统的解与退化系统的 
解之间明显不同的区域的这种现象，我们称它为 边界层现象， 而这个区域本身就叫做 
边界层区域, 或者简单地叫做边 界层. 

术语“边界层”来自流体动力学.描写粘性流体的方程组相对于描写理想流体的 
方程组正好是奇摄动系统的典型例子.在流体动力学中早已注意到，即使在粘性极 
小的情况下，理想流体方程组对所 f 写的例如在流线型物体边界附近流动的过程也 
不起作用（例如绕流问 题）； 这 种在& 体边界 k 近的区域在流体动力学中就称为边界 
层.从数学观点来看，在流体动力学中产生这种现象的原因也是由于理想流体方程 
组的解不可能满足对粘性流体方程组成立的边界条件. 

上面考察的线性例子 （1.14) 不仅说明了边界层的存在，而且还给出了解在这个 
区域的构造.我们看到，在原来系统的解与退化系统的解之间的差具有指数式衰减 
的特性.在 （1.16) 或 (1.20) 中的指数函数好像是在对退化解进行修正，使得它能够 
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满足退化解本身无法满足的定解条件，而且这些指数函数在初始点或边界点的邻域 
完成它们的作用之后，随着离开这些初始点或边界点，它们就指数式地消失了. 

实际上，在简单的线性情况 （1.14) 中所看到的规律性，是具有相当一般意义的， 
在十分广泛的一类情况下，奇摄动系统的解在边界层中的性质是用指数式阻尼函数 

来描写的. 对于这种情况的研究也是本书的基本目的. 

# 

§4. 初值问题渐近解研究的基本方面 

我们现在转到一般情形的奇摄动方程组（1.4)，并给定初始条件 

z(to,fi) = Z°, 2/((0，") = y 0 . (i. 21 ) 

正像对于最简单问题那样,这个问题早就从构造其他渐近近似的观点进行了研究.首 
先必须研究的问题是关于其精确解趋于退化方程组 （1.5) 解的极限过程问题.这方 
面最完整的结果是在 A . H . 吉洪诺夫 （ A . H . Thxohob) [54] 和 M . C . 格拉德什捷 
因 （ M . C . rpa ^ niTeiiH ) [31] 的工作中得到的.我们将在本书下一章介绍吉洪诺夫的 
结果. 

当研究问题 （1.4)， (1.21) 的解趋于退化系统 (1-5) 解的极限过程时，如在 §3 开 
始时指出的那样，应当注意到下面两个问题，即关于选择方程 F(z iy ,t) = 0 哪一个 
解的问题，以及关于对退化系统 （1.5) 加上哪些初值问题.此外，如已经看到的那样， 
还要求对系统 （1.4) 的右端函数加上某些特定条件.在线性系统的情况下，这些特定 
条件就是上面考虑过的有关其特征方程根的实部应具有一定符号的条件. 

至于应该如何对退化方程组 （1.5) 加上初值问题，在问题 (1-21) 的情况下，自然 
是对 (1.5) 保留条件 

y(h) = y°, ( 1 - 22 ) 

而丢弃加在 z 上的条件，因为这时在退化系统 （1.5) 中，2对 （ 的导数已经不存在 
T ; 我们将在下一章看到这样做确实是正确的.至于如何选取方程= 0的 
解，以及应对系统 （1.4) 的右端函数加上怎么样的特定条件的问题，在此就很难先验 
地作出回答了.这些问题也将在下一章同其他问题一起得到解决；同时还将阐明这 


两个问题与李雅普诺夫稳定性理论之间的联系. 

在下一章，我们将同时证明当 y — 0 时，问题 （1.4), (1.21) 的解趋于退化系统 
(1.5) 满足条件 （1.22) 且按确定规则构造的某个解的极限过程定理.这个极限过程 
不是像正则情形 (1.1), (1.2) 那样在区间 t 0 上一致成立，而只是在区间 

to < t^T 上成立 （ 在前面讨论的线性例子中， T = + 00 , 但一般情况并不是这样)， 
但是在集合 t 0 上一致成立，这里 b 可以任意接近于 fe ， 但当 p — 0时 

是固定的.这个极限过程在区间 t 0 < t $ T 上是不一致的，这从上面给出的例子已 
经看到了. 
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这个结果意味着，在奇摄动问题的情况下，退化问题的解可以作为原来奇摄动 
问题的解在§1意义下的渐近近似，但是这个近似只在区间 to 上保证一致 

的精确度，而不像正则情形那样能在整个区间 to 上保证一致的精确度.从 

定量方面来看，当方程右端对其变量足够光滑时，这个精确度也同其他情况一样，具 
有^的量阶. 

接下来自然是提出关于构造具有更高精确度的渐近近似问题. 

为此，对于正则摄动 （1.1) 的情形，我们是采用如下办法,即寻找 （1.1) 关于 M 的 
幂级数形式解 

= x 0 (t) -H + … + f^ k Xk(t) + .... (1.23) 

将 (1.23) 代入 (1.1), 并将得到的式子两边对^展开成幂级数的形式,然后比较两边 
关于 M 同次幂的 系数； 由此不难得到决定 (1.23) 系数的 方程： 关于 x 0 ( t ) 的方程，与 
非摄动方程 （1.3) 完全 一样； 而对其余系数 x k ( t) y k = 1，2, …， 都是由线性方程确定 
的.对于 x 0 ( t ) 自然也是像对原来方程组 (1.1) 那样给定初始条件 x 0 ( to )= x ° (从而 
x 0 ( t ) 就与在 §2 中提到的方程 （1.3) 的 解至⑴ 一 致)， 而对于办 ⑷， fc = 1，2,… ，则由 
零初始条件 


x k ( to ) = 0, = (1.24) 

来决定.有关这方面的更详细讨论将在下一章给出.当具有足够高阶的连 
续导数时，则级数 (1.23) 的部分和 


从= ⑴ （1.25) 

k=0 

就是问题 (1.1), (1.2) 的解在区间 [ t 0 , T ] 上具有一致精确度 O ^ 1 ) 的渐近近似. 

我们将称一个级数为某个函数的渐近级数 （或 渐近展 开)， 如果对任意正 
整数 TI ， 这个级数的 n +1 项部分和 x n ( t , fl ) 就是吨,/!)以 0(/ i n+1 ) 为精确度的渐 
近近似.因此级数 (1.23) 就是问题 (1.1), (1.2) 的解的渐近展开.我们往往不说对某 
个函数“构造其渐近近似或者对它进行渐近展开’’，而更简单地说成“渐近地构造”. 


如果应用同样的方法到方程组（1.4)，即找它形如 (1.23) 的解（这时 x 是表示2/ 
和2的总体)，那么确实可以得到具有精确度的渐近 近似； 但是这个近似 
只在区间 to 上具有一致性.这时必须注意到把应用于 （1.1) 的方法转移 

到 （1.4) 的情形时，并不是简单地照搬，例如给出决定系数 x k ( t),k = l ,2 o 的初 
始条件就不显然.在正则情况下，这些条件有 (1.24) 的 形式； 如果类似于正则情况， 
对 (1-4) 也假设 y k ( t 0 ) = 0, fc = 1,2,…（对于 z k ( t ) 不必给定初始条件，因为在关于 
x k ( t ) 的方程组中，只包含 y k ( t ) 的导数;换 句话说 ，令于 x k ( t ) 的方程组也是阶数比 
原来 （1.4) 低的方程组.确切地说，是像 x 0 ( t ) 所满足的 （1.5) 那样阶数的方程组)， 
那么用这样方法构造的级数 （1.23) 的部分和 (1.25) 并不能给出问题 （1.4), (1.21) 的 
解精确度比 M 高的渐近近似.在第三章我们将阐明，为了使得部分和 （1.25) 在区间 
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[to,T] 上保证有 0(/ x n +1 ) 的一致精确度，不应当假设 y k (to) = 0, 而是等于某一个可 
按一定规则求出、一般来说不等于零的常数. 

总之，利用形如 （1.23) 的级数能够做到在区间 [ i 0 , T ] 上 对问题 （1.4)， （1.21) 构 
造一致的渐近解.但是否能够得到在整个区间 [ to . T ] 上都保证一致精确度的渐近近 
似呢？实践说明，为此需要寻找方程组 (1.4) 的非 (1.23) 形式的解，而是形如 (1.23) 
与另外一个也是 M 的幂级数之和的解，不过后者的系数不依赖于^而是依赖于 r = 

(t — 亡 o )/ m ， 艮 P 


x ( t ， fi )= xo ( t ) + fixi ( t ) + ... + n 0 ( r ) 4 - / illi ( r ) + …， (1.26) 

这里采用的符号 n 是来自俄文的词“边界的”第一个字母.我们称级数 


n 0 ( r ) 4- ^ lli ( r ) + …+ fi k U k ( r ) + … 


为边界级数. 它的项（我们将 称为边界项， 或 者边界函数， 或者 n 函数） 将按确定的 
规则求出，这个规则将在第三章给出.函数 n fc ( r ) 具有指数式衰减的特性，即按范数 


估计不超过量 


cexp(—^r) = cexp 


X(t - ^o)\ 
^ / 


对于非线性方程组 （1.4), 边界函数起了在 (1.16) 中指数函数项所起的作用[我们注 
意到在 （1.16) 中，指数函数仅依赖于 丁 =(t — t 0 )/fi - t /^( t 0 =0)}, 即在初始时刻化 
的邻域中，边界项补偿了当只利用级数 (1.26) 的正则部分 xo ( t ) 4- nx x it ) + •时所 
出现的精确性的不足. ' 


级数 (1.26) 的部分和 

n 

[办⑷ + n fc ⑺] (1.27) 

k=0 

在整个区间 [ t 0 , T ] 上也保证了 0(/ x ^ 1 ) 的一致渐近精确度. 

将问题（1.4)， (1.21) 的解渐近展开成 (1.26) 型的级数，首先是由 A . E 瓦西里耶 
娃 （ A . E . BacKJibeBa ) 提出来的[13]，而后这个公式得到改进和完善. 

在第三章，我们将给出利用这个方法进行计算的详细步骤，由此可以按顺序地决 


定问题 （1.4)， （1.21) 的 （1.26) 形式的所有渐近展开项，并将证明了边界函数项 U k ( r ) 
当 T — oo 时的指数式衰减性，以及推导出部分和 (1.27) 的渐近精确度估计. 

§5. 关于边界层函数法对其他问题的应用 


. 原来按照上面提出的同样办法不仅可以构造对于 （1.4) 初值问题的渐近解，而且 
可以构造各种类型边值问题的渐近解，某些更加复杂系统，诸如积分分方程组的 
渐近解，此外还可以构造性质上不同于 （1.4) ， 例如差分方程组 （1.6) 和更一般的微 
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分-差分方程组的渐近解.本书中讨论的问题只按如下特点进行选取，亦即按可以用 
( L 26) 的形式进行渐近 展开. 

我们约定把构造奇摄动系统形如级数 (1.26) 的解的渐近展开方法称为 边界层 
函数法，其中 (1.26) 的项是用某种统一的规则决定的.我们这是由于现在同正则情 
况相比较，出现了含有边界项的 (1.26) 是联合级数.这些边界项在出现边界层现象 
的那些点的邻域中是相当大的（换句话说，就是在那些给出定解条件的点的邻域中， 
且这些定解条件对退化系统来说是被丢掉了)，而当离开这个范围时却是指数式地减 
小.我们在此之所以强调这个名称,是因为在许多情况下,可能出现不能用 （1.26) 形 
式的展开来描写的边界层现象，例如在松弛振动（见[49,43])，以及在奇异初始条件 
下的非线性系统情形（见 [26]), 就是如此. 

在第四章我们将详细地讨论其渐近解可以用边界层函数法构造的边值问题.在 
边值问题中，当转到退化系统时，定解条件的丢弃可能既在区间 [ t 0 , T ] 的左端，同时 
又在区间的右端发生（见例子 （1.14), (1.19) ). 这时对展开式 (1.26) 应补充在 i = r 
邻域中起像在£二化邻域中的所起那样作用的项此外，当在区间 [ bTl 上 
构造边值问题的渐近解时，有时必须把区间分成几个部分，在其中的每一部分上都 
应当含有该部分的形式如 （1.26) 的 n 函数和 Q 函数（内部边界层现象）. 

在第五章我们把边界函数法应用到积分分方程的奇摄动问题，而在第六章用 
同一方法到微分-差分方程.对于微分-差分方程, n 函数是按照对（1_4)同样的规则 
构造出来的，但在函数性质方面，它们不同于求解 （1.4) 时的 n 函数，而是一些不连 
续的（阶梯形的）函数（见例 （1.6)). 

除了本书所考虑的问题外，还有其他问题可用边界函数法进行求解.例如在工 
作 [9] 中就考虑了退化方程具有解族的奇摄动方程（既有微分方程又有差分方程)，这 
种情况从差分格式计算理论的观点来看是很有用的. 

本书是专为非线性问题而写的，但是许多有关线性方程的问题也可用上述方法 
来研究，例如线性微分和积分算子的特征值和特征函数的问题.本书不对这类问题进 
行讨论，有兴趣的读者可参看文章 [24,25]. 
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§6. 常微分方程一般理论的某些结果 

一、 关于微分方程组解的存在性、唯一性以及对参数的连续相依性定理我们 

采用通常列向量的记号来记其元素为分量 x k ( t ), fc = 1， ... ， m 的 m 维向量函数 x ⑷ 


x 1 ⑷ 


工⑴= 


x m ( t ) 


向量 x ⑷的范数用等式 


I 卜⑷ \ x k ( t )\ 


来定义. 

现在我们叙述如下的经典定理（但是在此略去了它的证明，因为这些证明在许 
多常微分方程教科书中都可以找到，例如见 [32])： 


定理 2.1 令 x 和/为 m 维向量函数， A 为数值 参数; 假设方程组 

dX • , 

满足如下 条件： 

1. 函数 /( x ，(， A ) 在闭区域 

| x - x ° ||^ 6, - to \ ^ a , | A | ^ d 

上有定义、连续，从而在此区域上有 || /( x , i , A ) ||^ M , 这里 M 为某 常数; 


(2.1) 


(2.2) 
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2. f ( x , t , X ) 在区域 （2.2) 上满足关于 z 的利普希茨条件 

II A) - /(x 2 ,^A) ||^ L || xi - x 2 II, 

其中 L > 0 为与 x ,(， A 无关的 常数； 

那么在区间 | i - i 0 | ^h = min ( a , b / M ) 上存在方程组（ 2 .1)满足条件 


x (( o , 入）= x 0 

的唯一解 x = x ( t ， 入)， 而且这个解是 tA \ t - to \^ h 上和 XA \ X \^ d 上的连续函 
数. 


注 1. 如果 /i < a ，且 || ; c ( t 0 + / i , A )- x ° ||< 6,亦即当 i + /i 时，方程组 （2.1) 的 
解 x ( t , X ) 仍然位于区域 || x - x ° ||<6的内部，那么从点 （ t 0 + / M ( t 0 + h ， A )) 出发，可以把解 
从 t 0 + h 向右延拓到 to + h + hi , 这里> 0为某一常数.解经过这样不断地延拓之后，我 
们或者在某个 t h < to + a 达到等式 || x ( t u X )- x ° ||=6,且解不能再向右延拓,或者解在 
to ^ t ^ to ^ a 上存在且满足不等式 || A ) - x ° ||< 6. 类似地可以研究解在点 t 0 左边的延拓. 

2•记 


Mo = max 

|t — tQ | 

显然 Mo < M ; 不难证明（见 [32]), 如果 


II f(x°^X) || . 


Mo 

~L 


( c La — 1) ^ fc , 


(2-3) 


那么解 x{t,\) ^E\t~t 0 \^a 上存在（即 h = a). 不越出区域 || x - x ° ||< 6, 并且是 f 和 A 在 
|亡-糾<%|：\|<4上的连续函数®. 

3. 代替定理 2.1 中的区间 | t - to |< a , 可以分别考虑区间 [t 0 i t 0 ^a]R [ to - a , to ]. 本节将 
主要在区间 [ t 0l to + a ] 上进行讨论. 


二、辅助引理定理 2.1 断定解只在区间 \ t - t 0 \^ h^a 上存在，这并不表示 
解一 ■定 在整个区间 I ^ a 上存在;在注2中指出了解在整个区间 |i — ^ o | < a 上 
存在的条件.有时也出现对某个 A 值来说，解在整个区间< a 上存在，而对 
其他的 A 值，当|( - 糾< a 时就达到等式 || x - x ° | hfe , 且以后不能再延拓.假设 
对某个 A 值，例如 A = 0,解在整个区间 - ioKa 上存在，是否当 | A | 值充分小时， 
解也在整个区间 - t 0 \^ a 上存在呢？这个问题对今后的讨论很重要，下面的定理 
2.2 将对此作出肯定的回答，其证明是根据如下 引理： 
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L 函数尸 (w，f,A) 在区域 


第二章极限过程理论 


|| U ||^ 6, to ^t^to + a, |A| ^ d 

上有定义、连续，且对 w 满足以 L 为利普希茨常数的利普希茨 条件； 

2. 对一切 f € [心~ + aj 有 

# 

F ( 0 , t , 0 ) = 0 ] (2.5) 

3. k(A) 为 Xe [~ d , d \ 的连续函数，且当 |A| 彡 d 时有 

to ^ t 0 ( X ) ^ t 0 - ha ; (2.6) 

那么存在 A 0 G (0 ，吼 使得当 |A| 彡 A 0 时，方程组 (2.4) 满足条件 

咖 ( 入 ) ，入 ）= 0 (2.7) 

的解 W(f，A) 在整个区间[心， *0 + Clj 上存在，且对 f € [^0 , ^0 + a ] 一致地满足 


把 UMH0. 


( 2 . 8 ) 


证明 因为从 （2.6) 即知，对所有 f e [ to , to + a ) 有不等式 - t 0 ( X )\ ^ a 成立， 
所以根据定理 2.1 的注2,若满足不等式 （2.3), 则问题 (2.4), (2.7) 的解当 
| A | ^ A 0 时就在整个区间知 ， k + aj 上存在.而且这时由 （2.7) 有 


Mo= % 歡 +a " ,，L 

I 入1<入0 

此外，由 （2.5) 得出，如果 Ao 充分小，那么当 | A | 彡 A 。 时， || F (0, t , X ) ||可任意小.因 
此存在这样的 A 。， 使得当丨 A A 。 时，不等式 (2.3) 成立，亦即解 w ( t ， A ) 当 | A | 彡 A 0 
时在整个区间 [ to , t 0 + a ) 上存在且为 f 和 A 的连续函数.又由 (2.5) 即见，方程 (2.4) 
满足零初始条件 （2.7) 的解当 A = 0时为 u ⑷ 0) = 0,由此及 u ( t , A ) 的连续性即得 
(2.8). 引理 2.1 证毕. □ 

三、微分方程组的解对含于方程组右端和初始条件中的参数的连续依赖性定理 

我们重新考虑方程组（2.1)，并对它就下面证明定理 2.3 时所需要的形式，来证明解 
对进人方程组右端和初始条件中的参数 A 的连续依赖性定理.设 D 为变量空 
间中的开区域，我们记 G = Dx (| A | ^ d ). 

定理 2.2 假设方程组 (2.1) 满足 条件： 

1- 函数 / OM ， A ) 在区域 G 中有定义、连续，且在 G 中对 a; 满足利普希茨条件. 
2.由 (2.1) 式中令 A = 0 所得到的方程组 

—= /( x ,^0), (2.9) 
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在区间 to ^ t ^ to a 上存在满足条件 

x(^o) = X° p.io) 

的解王=至⑷，而且解至⑷不越出区域！>，亦即当 f G 知，如 + aj 时， 

( x (<), t ) e D . (2.11) 

3 .当 | A | < d 时， h ( A ) 和 5( A ) 为满足 

t 0 ^ t 0 ( X ) ( t 0 + a , t o (0) = t o , 5(0) = 0 (2.12) 

的 X 的连续函数； 

那么存在 A 0 (0 < A 0 ^ d ), 使得当 | A | < A 0 时，方程组 (2.1) 满足条件 

咖 (入)，入 ）= x 0 + 5( 入） (2.13) 

的解 x ( t , X ) 在区间 t Q ^ t ^ t 0 + a 上存在，且对 f e ⑹，~ + a ] 时一致地满足 

lim x ( t ^ A ) = x ( t ). (2.14) 

A —>0 

证明 显然，当 t = h ( A ) 时，7⑷满足不等式 

|| x(^o(A)) — x° ||^ M(^q(A) — <o)j 

其中 M = max || f ( x ( t )^0) ||. 由此并根据 （2.12) 式，亦即当 A — 0时有 

十 CI 

^ o ( A ) — > toy 得出 ^(^ o ( A )) = + e '( A )， 这里 为 A € [— d ， ci ] 的连续函数，且 

s (0) = 0. 我们记 △㈧ = 5( A ) — e ( A ), 并引进新的函数 u 来代替: r : 

u ( t , A ) = x ( t , A ) — x (<) — A ( A ). (2.15) 


将 x (^ A ) =x + u (^ A )+ A ( A ) 代入 （2.1) 和 (2.13) 之后可得关于 u ( t , A ) 的微分方程 
组 

~17 = A ) = f ( x ( t ) + w + A ( A ),<, A ) — /( 无⑷，<，0)， - (2.16) 


及初始条件 


u (^ o ( A ), A ) = 0. 


(2.17) 


因为 △(())= 0,所以当 f e ⑹， to -^ a ) 时有 F (( M ，0) = 0,即方程组 (2.16) 满足引 
理 2 .1的条件 (2.5). 由于当 it e [‘ to + a ] 时有 ( x(tl <) e D (JAL (2.11)), 所以存在充 
分小的 6 > 0 和 A 0 > 0,使得只要 IMI 彡6和 | A | 彡 A 0 , 则对一切亡 e 卜 to -^ a ) 都有点 
( x ( i)+w + A ( A ), t ) e D , 亦即函数 F ( u , t ,\) 在区域 || w || to -\- a , | A | ^ A 0 

上有定义、连续，且对 u 满足利普希茨条件，从而满足引理 2.1 的所有条件.由引 
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理 2.1 知道当 A q 充分小时，问题 (2.16), (2.17) 的解 U & A ) 当 | A | < A q 时在区间 
to + a 上存在，且极限等式_， A ) = 0对 f e [化，紿+ a ] —致地成立.由 

此及 （2.15) 即得,问题（2.1)， (2.13) 6?解冲， A ) 当 | A | < A 0 时在区间 to a 

上存在，以及极限等式 (2.14) 成立. 定理 2.2 证毕. □ 

W 

§7. 吉洪诺夫定理 

一、 问题的提出我们现在考虑微分方程组 

仏’)， 窨 二 ’( z, y 〆 )； （ 2 . 18 ) 

其中 z 和 F 为 M 维向量函数， y 和/为 m 维向量函数， fi >0 为小参数. 

我们给定初始条件（为了简单起 见令紿 = 0) 

z (0,/ x ) = z °, y (0,^) = y °; (2.19) 

这里假设 A y 0 与 m 无关，并在区间0彡 t ( 了上研究问题(2.18)， (2.19) 的解邓， M )， 

如果在 (2.18) 式中令 M = 0, 那么就得到方程组 

0 = F ( z , y , t ), 尝 mt ). (2.20) 


由于这组方程的前 M 个是函数方程而不是微分方程，它的总阶数要比方程组 (2.18) 
低.因此在上一章§2中我们称它为退化方程组.于是对 (2.20) 给出的初始条件数目 
应该比 (2.18) 给出的初始条件数目少.正如在§4中指出过那样，最自然是保留 y 的 
初始条件,即令 


y(0) = y°, 


( 2 . 21 ) 


而丢掉 z 的初始条件. 

我们要提出的问题是：当 M 充分小时，问题 (2.18), (2.19) 的解冰，是, 
否接近于退化问题 (2.20), (2.21) 的解⑷呢？关于解对参数的连续依赖性定 
理 2.2 在这里不能用，这是因为方程组 (2.18) 不是属于方程组 (2.1) 那种类型；这时 ' 
若将 (2.18) 写成 （2,1) 的形式，则当 / i 二0时其右端就不连续.因而令 m = 0所得到 
的方程组 (2.20) 在性质上就不同于从 (2.1) 当 A = 0时得到的方程组，因为方程组 
(2.20) 的阶数低于原来方程组 (2.18) 的阶数;而在定理 2.2 那时看到的情况是方程组 
(2.9) (当 A = 0时的退化方程组）的阶数，它与原来方程组 (2.1) 的阶数是一样的. 

为了求解 (2.20), 应从它的第一组方程0 = F ( z , y , t ) 选出解 W 歹，幻（正如在 
上一章§3指出那样，由于 P 的非线性,求出的解 I 不一定唯一，因此就产生应选取 
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哪一个解的问题)，然后将所选出的解乏=代入 (2.20) 的第二组方程，并求解 
得到的方程组初值问题 


dt 




y (0) = y °. 


( 2 . 22 ) 


可以想见， 一 般来说是不会再满足 （2.19) 对 Z 所加的初始条件， 
亦即氧 0) #，因此至少在初始点 t = 0的某个邻域里，退化方程组的解 i ⑷不会 
接近于原来方程组 (2.18) 的解 z ( t ^ y 是否在这个邻域之外就有 z ( t ^) 接近于芝⑷ 
呢？完全一样，当0 < K r 时，卵）是否接近于退化解 呢 ?(我们注意到由 
于（ 2 .1 9 )和 (2.21), 当 f = 0时，歹 (0) 与 2/(0, m ) 是相同的 .） 这些问题的回答可能是 
肯定的，也可能是否定的，这完全决定于对 （2.18) 和 (2.20) 所加的条件.特别是依赖 
于解3 二咖 t ) 的选取.下面给出的定理 2.3 对这些问题作出了肯定的回答.我们注 
意到，对于考虑在§6中的方程组 (2.1) 来说，上述问题已在定理 2.2 得到肯定的回答. 
按照§2中的术语,我们称其解连续依赖于参数 A 的方程组 (2.1) 为正则摄动的方程 
组； 与此不同的是，对于当退化时二 0) 发生降阶的方程组 (2.18), 我们称它为奇 
异摄动的方程组，或者奇异 摄动方程组. 

二、吉洪诺夫 (Thxohob) 定理的叙述 对于奇异摄动方程组（2.18)，我们要求 
它满足下列 条件： 

I . 函数 F ( z , y , t )^ f ( z ， y ， t ) 在变量 （ z ， yj ) 空间的某个开区域 G 中连续，且对 
z 和 y 满足利普希茨条件. 

II . 方程 F ( z , y , t ) = 0 在变量 （ y , t ) 空间的某个有界闭域 S 上存在满足下列条 
件的解 (根） z = < p ( y ， t ) : 

1. 为 （ y ，0 在万上的连续 函数； 

2. 当 ( y , t ) e S 时有点 {^ p { y , t ), y , t ) e G ； 

3 •根 z = cp ( y , t ) ^ D 上是孤 立的， 亦即存在 r ? > 0, 使得当 （ yj ) € A 0 < 
II z - ip { y , t ) ||< r ? 时有 F ( z , y , t ) ^ 0. 

III . 初值问题 (2.22) 在区间 [0, T ] 上有唯一解 y { t ), 而且当 f e [0, Tj 时，点 
(歹 ⑷⑺ e A 这里乃为闭域 S 的内点集.此外，我们还假设对 ( y , i ) e S 有 
/ OKy ，*)， y ，0 关于 y 满足利普希茨条件. 

我们现在（按照吉洪诺夫的说法）引进所谓 的附加方程组 

^ = F ( z ^ t ), r ^ O ; (2.23) 

h 

其中 y 和 f 看成 参数.根 据条件 II ， z = < p ( y , t ) 为 方程组 （2.23) 当 ( y , t ) eD 时的孤 
立奇点. 我们进一步 假设： 

IV . 方程组 （2.23) 的奇点 tp ( y , t ) 是在利雅普诺夫意义下关于 ( y , t ) eD — 
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致渐近稳定的. 

这就意味着对任意的 e > 0,总存在着 （ 一躲对所有 ( 2 /, t ) e ^ S ( e ) > 0,使得 
只要 || ?(0) - < p ( y , t ) ||< J ( e ), 就有 || %) - < p ( y it ) ||<e 对一切 T 彡0成立,而且当 
r — 00 时有？ ( t ) — ( p ( y , t ). 

当满足条件 IV 时，就称根 z = ip { y , t ) 在区域 S 上是稳定的. 

我们现在考虑当 y = y°,t = 0 时的附加方程组 (2.23): 

A 7 

— = F ( z , y °, 0 ), r ^ O ; (2.24) 

以及初始条件 

z ( 0 ) = z °. p .25) 

由于 初值/ 一般并不接近于奇点^(2/°,0),因此问题（ 2 . 2 4)， (2.25) 的解？ ( T ) 当 
r — 00 时可以不 趋向于 ( p ( y °, 0 ), 因此还需要假设： 

V . 问题 （2.24)， （2.25) 的解 z ( t ) 满足下列 条件： 

1. 当 t — 00时， z ( t ) ^( y °,0); 

2. 对一切 r >0 都 有点问 r ), y Q ,0) eG . 

这时按照吉洪诺夫的说法，将称初始值/属于奇点？ = ^(2/°,0)的 影响域 .我 
们在此不仔细地研究有关影响域的结构问题，而只注意由于奇点？ = 的渐 

近稳定性，因此至少所有充分接近于它的点必须属于它的影响域.当 z 为数值函数 
时，其影响域的结构问题可以较简单地得到解决，这将在本节的第五段进行讨论. 

定理 2 . 3 (吉洪诺夫率理） 如果满足条件 I 〜 V , 那么存在常数 mo >0, 使得当 
0 < m < Mo 时，问题 （2.18), (2.19) 在区间 [0, T ] 上存在唯一满足极限等式 

lim y ( t , fx ) = y ( t ), 当 0 彡 f 彡 T ， (2.26) 

lim zit . fi ) = z { t ) = <p 挪), t ), 当 0 < f CT (2.27) 

的解 

三、 辅 助引理 我们用 £4 记 bK ) 空 间中满足条件 
乃的点 集. 

我们用记号 {：r : Q } 来表示具有某种性质 Q 的点: r 的集合，于是 

Ue = {( z , y , t ) : \\ z - ip ( y , t ) ||<£, ( y , t ) e D }； 

以％记 £4 的闭包 ， BP 


U e = {{z,y,t) : || z-cp(y,t) \\^e, (y,t) e 5}. 
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引理 2.2 假设满足条件 I 〜 IV ，并令 e > 0为使得 C 6的任意小 的数； 那 
么存在着正数5 == 5⑷和 mo = Mo (^), 使得只要0 < M 彡 mo , 就有方程组 (2.18) 满足 
初始点 { z { Iq ,e Us 的解 z ( t , ii ), 在 t 彡 to 上存在、唯一，而且只 

要 （ y (^)， 0 e _ D ， 则点（冲， M )， 2/0， M )， 0 就不萬开 U e . 

证明 我们从区间（0, S ( e /2)) 中任取一数作为4这里 S ( e /2) 由条件 IV 所确 
定.首先由条件 I 推出： 至少在初始点的某个邻域里，解存在唯一.其次根据定理 
2.1 的注1，若解不越出£4,则可用唯一的方法延展.于是剩下的只需要证明存在 
Mo = Mo ⑷ > 0,使得当0 < m <冲且 D 时，解就不会越出如果我 
们假定这样的 MQ 不存在，那么必定存在序列 { Mn } :当 n — oo 时有如 — 0,使得对 
应于 Mn 的解冲， Mn )，2/( Wn ) 具有如此性质：初始点 { z { tn ^ n ), y { t n ^ n ), i n ) € U S , 
其次在 t 直到某个时刻< = L 之前，解冲， Mn )， Mn ) 满足条件 

II z { t ^ fi n ) — W(y(t ， t) II < 己， （ y(t ， Mn) ， t) € D ， 

而当 £ = & 时有 

II Mn ) — Mn)j ^ n ) || = ( y (^ n ： Mn)j ^n) ^ D . (2.28) 

我们用 k 记解氺， Mn )， y (<， Mn ) 在区间 （4, L ) 中与％边界相交的最大*值，即 
|| Z { t n ， lln ) - ^ P ( y ( tn ^ n ), t n ) ||= 且当 t n < t n < t < t n 时有 

s <11 z ( t , fi n ) - II< e . (2.29) 

点列 ( zitn ^ n ^ yitn ^ n )^) eU S , 因此从中可以选取一个收敛子列，我们不妨还用 
这序列本身来 表示； 因此当 n — 00时有 

(么(亡 n ， M «)， yif"ni Mn)j ^ n ) ^ (H 亡)， 

显然，极限点 ( z ^ y ^ GUs . _ 

此外，当 "= 恥时在方程组 (2.18) 中进行自变量替换 t = 这就把方程 

组变成如下形式 

d 么 dy 

; = F { z , y , t n -\- fj , n r) z 石 = Mn /(^, y^n + Mnr ). 

于是 所考* 虑的解<8^变 Mn ) = + MnT ，/ in )， ？/(*， Mn ) = S/(*n + MnT ，/ in ) ，作为 T 

的函数，这个解显然满足得到的方程组和初始条件 

^|r=0 = 么 ( 亡 n ， Mn)j V r— 0 = yi^ni f^n)- 

由于定理 2.2, 在任意有限区间0 < r <竓上，关于 r e [0, %] — 致地满足极限 

等式 


lim z(t n + MnT, fin) = ?(t), lim y(t n + 卜丁， Mn) = yir), 


( 2 . 30 ) 
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其中 z { r ), y { r ) 为问题 

- = F{z^i), 盖 = 0 ; ?( 0 ) = i ， ^( 0 ) = y 

的解; 显然汛 r ) 三 A 而 J ( T ) 为附加方程组初值问题 

^ = F ( z , y , i ), z (0) = z 

的解.因为 |M — cp ( y , t ) |h ^ < S ( e / 2 ), 所以由 IV 即知，当 t > 0 时有 || 歹⑺― 
( p ( y , i ) || < e / 2 , 且当 r — oo 时有？ ( t ) — 亦即在某个 t 二 t 0 = t 0 (5) > 0 时 

有 II % o ) - ^ P ( yj ) ||<5. 由此根据极限等式 (2.30) 得出，从某个号码 n 0 开始，使得 
对一切 n > n 0 , 当坧< < < & + fj , n ro 时满足不等式 


II 冲， Mn ) — W ( y (<， Mn )， 幻 ||< e / 2 , (2.31) 

而当 t = t n ^ i n To 时有 

|| 么 (tn + Mti ) — ^ piyi^n " t - Mti)i " t - f ^ n ^~ o ) j |^ (2.32) 


如果 in ^t n + Mnro , 那么不等式 （ 2 .31) 与 （2.28) 矛盾; 如果 t n >t n + Mn r 0 , 那么不 
等式 （2.32) 与不等式 （2.29) 的左端矛盾.得到的矛盾证明了引理 2.2. □ 

四、定理 2.3 的证明假设任 意给定这样的 e > 0,使得艮 C G . 选取由引 
理 2.2 所确定的5 = S ( s ), 并考虑附加方程组初值问题（2.24)， (2.25). 由于条件 V ，当 
T — 00 时，它的解 ？( T ) — ^( y °,0), 亦即存在这样的 T 0 = t 0 ⑷ > 0使得 


II ?(%)-咖°，0) || < S / 3 . 

在原来的问题 （2.18)， （2.19) 中进行变量替换* = 我们得到 

尝 = F(z,y, fir), 尝 = M/(A 2/ ， M ^)； 

z r=o — ^ y \ r—o — - 


(2.33) 


(2.34) 


因为由条件 V 即知当 r > 0 时有点 间 T ), y Q ，0) e G ， 所以根据定理 2.2, 当 M 充分 
小时，问题 (2.34) 的解 z ( r ^ ix ), y ( r ^ fi ) 在区间0 < t <吓上存在、唯一，而且关于 
r e [0, r 0 ] 一致满足极限等式 






y 


0 


亦即存在这样的 MO > 0,使得当 M G (0, Mol 时满足不等式 

II — ?(T) ||< 5/3，当 T e [0, T 0 j. 


(2.35) 


(2.36) 
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此外，由于的有界性，我们可以取 Mo 如此之小，使得当 T e [0, To j， M G 
(0, mo ] 时有 T ^ eD ; 而且由 (2.35) 的第二个等式以及 ip ( y , t ) 的连续性， 
我们还可以取 MQ 如此之小，使得当0 < m < MG 时有 

II W(y(ToM，M),ToM) — W(2/ O ,0) 11< (2.37) 

于是从 （2.33)， （2.36) 以及 (2.37) 即得 

II 咖 M ， M ) — W ( y ( ToM ， M )， ToM ) II < 

亦即问题（2.18)， (2.19) 的解 z { t ,^ x ) — = y ( rfi , fx ) 当卜紿=零时 

满足 

(冲 o ， M )， y ( to ^), to ) G U s . (2.38) 

由于引理 2.2， 当 p (0 < p 彡⑽ = Mo ( e )) 充分小时，解 y ( tM ) 当 f 
时可以唯一地进行延拓,且只要 { y { t ^), t ) eD , 它就不会越出％,亦即当^紿时， 
只要 { y ( t ^), t ) eD , 对于就有等式 

冲， M ) = W ⑽， M )， 0 + 7幼， M ) 

成立，这里 7(^ M ) 为满足不等式 || 7⑺ M ) ll < e 的某一个连续函数，而 y ( t , M ) 为问题 

^ = /(咖，0 + 7(亡，")，仏亡)， y\t^t 0 =y(^)，M) = y 0 + a(M) (2.39) 

的解，其中由 （2.35) 的第二个等式 可知： 当 M — 0时有 a ( fi ) ^ 0. 

现在我们注意到方程组 （ 2.39) 的如下我们称之为性质 A 的 性质： 根据定理 2.2 
由条件 III 得出，对于任给的 r? > 0, 存在这样的 e 0 ( v ), 使得如果 7 ⑺ M) 在 k < 
t ^ T 0 上有定义、连续，这里％为区间 （‘ T ] 的任一数值，且当 t e 知， T Q j 时满 
足 II 7(^ m) II < 卽 (”)，以及若还有 紿 < e 0 ⑻， || (7 ⑻ ||< £ 0 ( tj ), 那么问题 （ 2.39) 的 
解在区间[心， r 0 j 上存在，且当紿彡 f 彡 T 0 时，点 ( y ( t ^), t ) eD 以及满足 

II y ( t ^)~ W ) ll < V - 

我们给定任意小的 r ? > 0和区间（0, e 0 ( v )} 中的任意小6而选取网这样小，使 
得当 M € (0,洲]时满足条件 (2.38) 和下列不 等式： 

身 蝶 

= To^i = t 0 (5)m ^ eo(r]), || <r(M) II 彡 ^o (??)； 

|| y ( t , fi )- y ° ||^ r ?/2, 当 0 GG o; (2.40) 

II y ( t )- y ° ||^ r ?/2, 当 0 心 o 。. （2.41) 

选取这样的 Mo , 显然是可能的.特别，当 MQ 充分小时，从 （2.35) 的第二个等式推出 
(2.40) 的正确性，而 (2.41) 的正确性就从卵）的连续性推出. 
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由 （2.40) 和 (2.41) 得出 

II 2/(^ M ) - W ) W "，当0《^ 紿， 0 < p 《 ㈣ ， (2.42) 

我们现在证明：问题 (2.18), (2.19) 当 t 时位于 R (见 （2.38)) 的解 z ( t ^), 
y ( t ^ l 可唯一地延拓到 t = T ， 而且满足不等式 


II V(t, M) - W) II < % 当化 < W 乃 (2.43) 


II z { t , y ) - cp ( y ( t } fx ), t ) \\< e 7 当 《 r . (2.44) 


事实上，当 f =紿时，由于 （2.42) 和 (2.38), 不等式 （2.43) 和 （2.44) 显然成立.当对 

解从点 t = t 0 向右进行延拓时，由于 z { t , y ), y ( t , ii ), ip { y , t ) 的连续性，不等式 (2.44) 
在 f h 右端的某个邻域％，紿+ / i ) 中是正 确的; 从而由方程组 （2.39) 的性质 A 即 
知当 t e ( k ， 紿+ / i ) 时，点（_， m )， t ) eD 且满足不等式 （2.43). 如果当 t = h + / i 时 
有 （2.44) 成立，那么解又可以向右进行唯一的 延拓； 只要不达到 t = r 或者不破坏 
(2.44), 这个延拓过程总可以继续下去.倘若在某个 T G e (‘ r ) 处不等式 （2.44) 不 


成立，亦即 

j II ||<£, 当 t 0 ^ t < To , 

1 II z ( T 0,fJ-) ~ ip(y(To^),To) \\=6] 


(2.45) 


那么由性质 A ， 当 f e 知， To ] 时，点 eD ; 于是由引理 2.2 即知在 f = T 0 
处， 解位于 U e 的内部，这与 (2.45) 矛盾. 

总之,解可以唯一地延拓到 t = 7 1 ，且不等式 （2.43), (2.44) 成立.由 （2.42)， （2.43) 

得出 


II y (^ ^)~ W ) 11<^ 当 h [0, r ]. 


由于 r ? 可任意小，这就证明了极限等式 （2.26) .由 (2.26) 及 cp [ y ， t ) 的连续性推出，极 
限过程 lim = ( p ( y ( t ), t ) = 芝⑷对 f e [0, T ] 一致地成立. 

为了证明 (2.27), 只须注意到在 （2.44) 中的 e 可以任 意小； 而当 M e (0,剎充 
分小时，知= t 0 M 也可以取得任意小.定理 2.3 证毕. 


注1■解冲， M )， 吣, M ) 对应的轨线 L ( t , fi )， 亦即在 （ A 2/， t ) 空间中的积分曲线，当 m — 0 
时趋于由两条连续曲线 Loi 和 Lo2 组成的曲线 Lo , 其中 Loi = {( z , yjt)\z = z ( t ), r ^ 0 ;y = 
V °； t = 0} 是直线段，这里的习 T ) 是附加方程组 (2.24), (2.25) 的解； 而 L 02 = {{ z , y , t)\z = 
z ( t ); y = y ⑴； O ^ t ^ T } 是对应于退化解的曲线. 

2. 对于 y ( t ， fi ) 的极限等式 (2.26) 关于^ [0, T ] 是一致的，但是这时对于 z { t ^) 的极限等 
式 (2.27) 关于 i e [0, T ] 却是不一致的，不过它关于 i 6恥， T ] 是一致的，这里 b > 0可任意 
小、但当 M — 0 时是固定的常数. 


图 2 给出了当 M 充分小时问题（2.18)， (2.19) 的解在性态上的直观表示. 
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图2 I 是曲面 z II 是区域£)， A 是坐标为 ( z ， y ， t ) = ( z ; o , y 0 , O ) 的初始点，是坐标 

为 ( z ， y ， t ) = ( z o ,0,0) 的点，是坐标为 ( z ， y , t ) = (0, y °,0) 的点，1是对应于问题 (2.18), 
(2.19) •的解 z ( t , fi ), y ( t , fi ) 的曲线 / i ), 1' 是 z ; = z ( t , fi ) 的图形， 1〃 是 2 / = y ( t , fi ) 的图形 , 2 
是对应于退化解 5( i ), 卵）的曲线 L02 , 2' 是 z =邓）的图形，2〃 是^/ =卵）的图形, 3是曲 
线厶01- 


五、数值情况下彩响域的结构 如果 z 是数值函数,那么附加方程组 （2.24) 就 
是数值方程.于是奇点？ = <^ t (2/°,0), i = 1，2, …，在 （?， t ) 平面上就是表示一些与 
t 轴平行的直线（见图 3). 假设 0) 当？ 经过值 外(， 0) 时改变符号,并设符 
号是如图 3 所示那样交替变化.那么奇点 ？= ^(#,0) 将是在李雅普诺夫意义下渐 
近稳定的.这时不难相信，如果取正定函数 V = { z -^ f 作为李雅普诺夫函数，那 

么^ = 2{ z - ip 2 ) F { z , y \ Q ) 不依赖于 t 且在区域中处处为负定函数， 

从而保证了奇点？= ^2(2/°,0) 的渐近稳 定性; 于是 如果/ 位于区间（仰，外）中，则 
当 t — 00 时就有 ？( t ) — ip 2 ( y °,0). 


zi 

z ° 


z ° 


图 3 1, 2, 3 是直线 z = <pi (y°,0), i =% 2, 3, I 和 II 是附加方程对应于 不同/ 值的两个解的 

图形. 

总之，奇点 Z = cp 2 ( y 0 ,0) 是在李雅普诺夫意义 T 渐近稳定的，而它的影响域就 
是区间（外， Wl ). 






第三章奇异摄动初值问题解对小参数的 

渐近展开 


§8. 引论 


上一章建立了表示在退化问题 (2.20), (2.21) 的解 z { t ), y { t ) 与原来奇异摄动初 
值问题 （2.18)， （2.19) 的解之间联系的极限等式 （2.26), (2.27). 从定 
理 2.3 看出， p ⑷可以用来作为在整个区间[0, 上具有一致精确度的渐近 
近似（见 §7 第四段后面的注 2)，至于5⑷ 的情况却略有 不同； 因为在点 i = 0 处， 
外, M ) 与邓）之差的量为/ - ^(0), 因此，在初始点 t = 0的某个邻域中，祁）就不 
能作为的近似（一般来说，当/ - 抑）_ 0时，这是成立的）.在 i = 0的这 
个小邻域中， z ( t , / x ) 从 f = 0的值 z Q 到接近于邓）的值发生了很快的 变化； 如在第 
一章说过，我们称这个小邻域为 边界层区域. 但是无论任给的 b > 0多么小，只要当 
M — 0时是固定的，那么5⑷总可以作为 z ( t ^) 在区间 [ i Q ， r ] 上的一致渐近近似/ 

然而定理 2.3 丝毫没有谈到关于这些渐近近似的精确度，因此这里自然要提出 
关于这个精确度的估计问题，并进一步提出求得在整个区间[0, ri 上既对 W ， M )， 也 
对 z ( t ^) 的一致近似而且到任意精确度的问题.在第一章 §4 中，我们曾概括地谈到 
有关构造这种近似的基本思想，这一章将详细地给出一种计算 方法; 根据这种算法， 
我们实现了 蚱， / x )， 2 /( i ， M ) 对 i e [0, T ] 且具有精确度为 0(， +1 ) 的一致渐近近似的 
构造，这里 n 为任意正 整数; 此外，我们还将证明这个估计的正确性.这些结果将在 
§9 〜 §11 中作出.为了对照起见，我们事先在这一节的第一、二段，对正则摄动方程 
组和对在线性数值方程式情况下的奇摄动问题讨论了同样的问题. 
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一、 正则摄动初值问题的解对小参数的展开式 由第一章的叙述清楚地知道， 
在正则摄动与奇异摄动问题的解对下小参数的渐近展开之间，存在着性质上的区别, 
为此我们必须进行仔细研究.我们首先考虑正则的情形，即方程组（1.1)， 

— (3.1) 

并讨论它的初始问题， 

x (0,/ x ) = x °. (3.2) 

假设函数在区域 


D = {{x,t^)\ || x-x(i) ||< 6, O^/x^d} (3.3) 

上若干次连续可微，这里耐0为问题 

2= 俯， 0 )， 对 0)=/ (3.4) 

的解，按照假设这个解在0 < f <：T 上存在，其中6 > 0和 d > 0均为常数.函数 
/ Or ， i ， M ) 所需要的连续可微性次数与我们要求渐近近似的精度有关.为了简单起见， 
不妨认为 在区域 (3.3) 上无穷次连续可微. 

我们将寻找问题 （3.1)， （3.2) 对 M 的幂级数形式解 

x ( t , /x) x 0 ( t ) + /xxi(i) + M 2 无 2 ⑷ + …+ ^ k x k ⑷ + ... . (3.5) 


下面带有这个级数的所有运算都将完全是形式地进行，对此应当把它简单看成是确 
定 x k ( t ) 的规则.将 （3.5) 代入 （3.1) 之后,将其右端在以点 （％⑴， M )) 为展开中心 
进行泰勒级数展开，合并/ X 的同次幂项之后即得 

^ [无0⑷ + 间⑷ + …+ ^ k x k ( t ) + •■■]= /(无0⑷，亡， 0) 


+ m [7 x (0^ iW + AW ] + ... + M fe [7 x(^fcW + fk ( t )] + …， (3.6) 

_ 4 

其中矩阵 7 x ( t ) = (盖)的元素及向量 AW = g 的分量都是在点 （办 ⑴， M )) 处 

进行计算，而向量九⑷是由 Xi ( t ), i = 0,1 ，…， fc - 1，按某种确定的方式表示. 

比较等式 （3.6) 两边关于 M 的同次幂系数，我们就得到确定雨⑷，☆⑷，…， 
•■-的方程 • " 

^-= f ( x o , t ,0), (3.7) 



dxi 




dxk 

dt 


= 7 x (tp k + Mt), 


fc = 1，2, 3, 


(3.8) 
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将级数 (3.5) 代入(3.2)，并比较等式两边//的同次幂系数，我们得到方程(3.7)， （3.8) 
的初始条件 


x o (0) = (3.9) 

Xfc ( O ) = 0, 1,2,3,-.. (3.10) 

显然,用来确定％⑴的问题（3.7)，（3.8)，与问题 （3.4) 完全一样，亦即 x 0 { t ) = 
x ( t ), 而关于 x k ( t ), fc = 1, 2 ,…，的方程组 (3.8) 均为线性方程组,从而它们以 (3.10) 
为初始条件的解在区间0 < i T 上唯一存在，因此我们可以确定级数 （3.5) 的系 
数直到任意号码 n . * (3.5) 一 般来说是不收敛的,但是可以证明，它是问题 (3.1), 
(3.2) 的解的渐近展开式，即当 /X (0 ^ ^ Mo < 充分小时,不等式 


II X(t ， -^2^ k x k (t) IK c/x n+1 , 当 0 G < T ， 

fe =0 

是正确的，其中 C > o 是与 a [0, r ] 和 M e [0, 糾]无关的常数（但一般来说是依赖 
于 n 的）. 

为了证明这个不等式，我们将冲，/ x) = I ： / 恥⑷⑷ +/X) 代入(3.1)，（3.2)， 
从而得到关于 A ( i ,/ x ) 的初值问题，我们将成形式 

=/工⑷ △ + G(A， 亡， /x)， A( 0 ,//) = 0 ; 


其中 

n , n 

G(A,i,/x) = /(△ + [/x fc ^k ⑷， L/x) -7：r ⑷ △ — ⑷. 

fc 二 0 k =0 

由此利用逐次逼近法,不难得到所需要的估计 

II 雄 M ) Hc ^ 1 . 

我们不在这里进行详细的证明，因为下面在证明定理 3.1 的余项估计时，逐次逼近法 
的类似特性将得到详细地讨论. 

.二、奇异摄动初值问题的线性例子 正如在第一章指出过那样，关于奇摄动初 
值问题的解对小参数的渐近展开式，要比在正则摄动情况下的级数 （3.5) 有更复杂 
的形式.我们以数值一阶线性方程式的奇摄动问题 

/ x — = a { t)x + b { t )\ a :(0,/ x ) = x ° t € [0, T ] (3.11) 

Obit 

作为例子来彻底研究这个问题.为了简单起见，我们在此假设函数 a ⑷和6⑷对 
O ^ t ^ T 无穷次连续可微，且有 a ⑷/ 0. 问题 (3.11) 的精确解为 

4 

x(t, / x ) = x° exp J a ( s ) ds ) + / —6( s)exp J a ⑹ d^jds. 
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将右端第二项进行分部积分之后，由此容易得到 x ( t , / x ) 对小参数 M 的渐近展开式 
这就给出 


xCt , / x ) = x ° exp (- f a ( s)ds ) - ^ 

\M Jo / 


m 

a ⑼ 


exp 




a ( s)d 


+ 



o 


M ' 

_ a ( s )_ 


m 

a ⑷」 


， exp iU ! 



a(0^ )ds 


x ° + 


m' 

a(0)_ 


exp 


ill 


t 


a ( s)ds 


+ 



o 


M exp l 


a(^)d^]ds 


(撇号表示对 t 求 导）. 再一次分部积分就有 


x ( t , / x ) 


m 

a ( t ) ^ a ( t ) \ a ( t ) 


Kt) M 1 


x ° + m + ^(0) 


^ g) :」 -g r _ 


(3.12) 


+M 



o 


M 

a ( s ) \ a ( s ) 



exp 


(A 




ds . 


继续采用这样的方法进行分部积分,可得解 x { t ^) 的形式级数展开，它是由两种类 
型的项 组成： 纯粹 M 的幂次项 


继— "丄广 殖、 , 

a ( t ) ^ a ( t ) I a ( t ) 


+ 


(3.13) 


以及除了 M 的幂次项外，还含有如下指数因子的项 


"° + ^) +/ X a (0) 




+ 


exp 


in 


a ( s)ds 


(3.14) 


这时我们注意到，级数 (3.13) 也可以用别的办法得到，例如用类似于在正则摄 
动情况下构造级数 （3.5) 的方法 得到; 为此我们用级数 


无。⑷ + fixi(t) + …+ ^ k Wk{t) + 


• • • 


(3.15) 


代替 (3.11) 中的 a 并比较等式 
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M— (王 0 + H - H H - ) = a ⑷ (x 0 + 两 i H - h ^i k x k H - ) + 6 ⑷ 


两端关于 M 同次幂的系数即得 


a ( t)xo + b ( t) y 


dxk 


一 = 


1，2, 


(显然，这些方程中的第一个就是对应于 (3.11) 的退化方程)，由此推出 


x 0 ( t ) 


Kt ) 

a ⑷’ 


_ 一忐 (鵠)， 


这与 （3.13) 完全一样.因此在问题 （3.11) 的解 x { t , /X) 的展开式中，存在着类似于正 
则摄动解的级数展开 (3.5) 的部分.但是不难看出，这部分的项并不满足级数 (3.5) 
的项所满足的定解条件，因为一般来说， Xo ( 0 ) 7 ^ x °, xjk ( O ) _ 0 , fc = 1 ， 2 ,…;亦即，只 
有 (3.13) 形式的项，至少在 f = 0附近，不给出解 x ( t ^) 的近似. 

但是在略/ X )的展开式里还有第二部分，即级数 （3.14). 我们假设吨）< 0,这 
是为了使得辅助系统（在我们的例子中，这是一个方程式） 


dr 


— a ( t)x b ( t ) 


的奇点壬 = 是渐近稳定的（见定理 2 .3的条件 IV ) . 于是级数 （3.14) 的项将 

随 f 的增大而很快地趋于零,可是在 i = 0 附近却不会很小.我们看到，对于正则摄 
动系统的展开式 (3.5), 并不含有这样的项. 

在指数因子 exp (吉 /◦* a ( s ) ds ) 中进行变量替换 t = = ^ 之后，可得 




a ( s ) ds ) = exp 


(乂、(献 ) 


exp 



a ⑼ + /xa’(0)f + ⑼+ … 




exp (a(O)r + /xa\0) j + /x 3 a 〃⑼ j + … ) 

2 3 

exp ( a (0) r )| l 4 - /^(。)^~ +/ x 2 a 〃⑼皆 + _ 
+^( W (0) y + M 2 a ’\0 )y + ^_ % … 


由此得出，级数 (3.14) 可以表示成其系数与 t(t = i ) 有关的//的幂级数，对于 
这样的幂级数，在利用第一章§4的记号之后（见 （1.26 )f 即为 


n 0 ( r ) 4- / xlli ( r ) + …+ / x fc n fc ( r ) + … . 


(3.16) 


在这个例子中有 
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n 0 (r) = X 0 + exp (a(O)r), 

ni(T)= P+ 鵠 ) a, ⑼ S + 4(C)」 exp ( a ⑼ t )， …. 

不难验证，边界项（或者边界函数） ndT ) 具有在 §4 中指出的所有性质.由于 
a ( O ) < 0, 当 T — oo 时，这些项都指数式地趋于零.其次，合并 （3.13) 和 （3.16) 即可 
看出， M 的同次幂系数已经满足如正则摄动情况中当 k 0时那样的初始条件.实际 
上， 


[_) + n 0(r )] <= 。= {- 鵠 + 卜 。+ exp (a(0)r)}^ = x°, 

_ + ni «=。= { - S O + [( x 。+ %) a，{0) Y 

+ ^ G )] exp (，)} t :°’ 

等等，亦即边界项 (3.16) 对不满足初始条件的级数项 (3.13) 进行了校正.在寻找问 
题 (3.11) 形如级数 (3.15) 的解时，这种不满足初始条件的现象是必然要出现的，因 
为确定这个级数的系数并不需要任何定解条件. 

从 （3.12) 得出，退化解 x 0 ( t ) = — 与级数 （3.14) 的头一项 

卜謅) eXP G / a ⑷办） 

一起就已给出了解 x ( t , M) 关于 f e [0, r] 且（具有一致渐近）精确度为 o(/i) 阶的一 
致近似.由于显然， 


n 0 ( r ) 与 



只在 M 阶量上的不同，因此 [ x 0 ( i ) + n 0 ( r )] 也给出解 x ( t , fi ) 具有 0(/ x ) 精确度的一 
致渐近近似.其次不难验证，如果在 （3.13) 和 (3.16) 中不仅取头一项，而且取到 n 阶 
项的部分和，那么可得到具有阶精确度的一致渐近解. 

总之，问题 (3.11) 解 /X) 的渐近展开式是由其系数分别依赖于£和 T 的两个 
M 的幂级数所 组成： 

x ( t , / x ) = Xo(t) + / x 无 i (0 + • • • + n 0 ( r ) + ⑺ + …， (3.17) 


这就证实了在第一章中提出的关于级数 （1.26) 的结论. 
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§9. 在一般情况下构造奇异摄动初值问题解的渐近展开式算法 


一 、补充要求 我们重新回到在第二章中研究过的奇异摄动初值问题 


dz 〜 、 

^ = F ( z ， y ， t )， 

z(0 ， p) 二 z 0 ， 


dy 




2/(0, m ) 


(3.18) 

(3.19) 


与前面一样，这里 \ F 和 2/,/ 分别为 M 维和 m 维向量函数. 


为了构造问题 （3.18)， （3.19) 的渐近解，我们需要比在定理 2.3 中给出的更强条 


件. 


I . 我们假设在区域 G 中， 函数 尸卜， 2 /，£) 和 f [ z ， y ， t ) 具有足够次数的连续可微 


性（在下一节的第一段中将确切地给出所需要的连续可微性次数). 

定理 2.3 中的条件 II ， III ， V 仍然不变，且在此重新把它们记作 II ， III ， V . 
定理 2.3 中的条件 IV ，即关于附加方程组 


dz 


F { z , y , t )\ 2/，亡为参数， 


的孤立奇点？ = 必须是对 ( y ^ t)eD 一 致渐近稳定的假设，由于在构造渐近 

解时，需要有能够保证渐近稳定性的具体条件，亦即一次近似的稳定性条件.为此我 


们用 % = 1,2, ■■ , M , 表 7 K 矩阵 F z {( f ){ y , t ), y , t ) = ( -—j ) 的特征值， 

_ _ \^/^(^) 

而以无⑷表示矩阵 F z { t ) = F z { if { y { t \ t ), y { t \ t ) 的特征值，亦即无⑷= Xi ( y ( t ), t ), 
这里 y ( t )^( t ) = 4卵 M ) 是退化问题 




0 = F { z ,% t ), 孟=你糾 y {0) - y ' 


(3.20) 


的解，而 Xi ( t ) 就是从特征方程 

det(_F；2 ⑷— 

求出的根（今后均表示 M x M 阶单位矩阵) 


(3.21) 


iv. 假设对 f €[ 0 , r ] 有 


ReAi(t) < 0, 




(3.22) 


并称 (3.22) 为稳定性条件 • 


当满足这个条件时，由于 F 她九 y ， i ) 的连续性，从而保证了 Xi ( y , t ) 的连续 
性,因此存在区域瓦= \\ y - y ( t )\\ < r ?, r ? > 0 为 常数; 0^ t ^ T}C 万; 使得 
对（2/，*) €万1有 


ReXi(y y t) < —a <0 ， i = 1 ， 2,…， M 


(3.23) 
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( a >0 为某一常数）.由此可以推出， 支二 是附加方程组关于万：一致的渐近 
稳定奇点（亦即满足定理 2.3 的条件 IV ) . 在§10节第三段的注3将给出这个结论的 
证明. 


二、构造问题 (3.18), (3.19) 渐近解的算法我们来寻找问题 (3.18), (3.19) 形式 
为 

x ( t , fi ) = x ( t , fi ) + IIx ( r , fi ), r = —, (3.24) 

的解的渐近展开式 （与 （3.17) 比较)，其中 

W ( t ， 沁二 x 0 ( i ) +/ xxi ( i ) + … +/ x fc x fc ( i ) + …， (3.25) 


Ux(t, /x) = n 0 x ( r ) + fiUix ( r ) + … . + fi k U k x ( r ) + ... ; (3.26) 

今后，： r 总是表示 z 和 2 /的总体，亦即如果对: r 写出某些关系式,那么就意味着对 z 
和2/两者来说，这些关系式也完全一样成立.此外，不同于（3.17)，我们把边界函数 
记作 U k x ( r ) (而不是像在 (3.17) 那样记作 Ilfc(T)) ;因此记号 II 一般是用柴表示只 
在初始点的小邻域内存在、而随着 T 的增大迅速趋于零的各种不同 函数： U kZj U k y 
(以及下面出现的 IhF ， Ihf 等）. 对于每一个 fc ， 记号 n fc 可以看成某一个算子，它 
对于任意一组函数 ( x , F , f ) 的作用是按照即将在本段阐明的一种十分确定的规则进 
行的. 

把 (3.24) 代入（3.18)，且为了对称起见，将第二组方程也乘以 M 即得 


(tZ (HIZ 

^Ht + =F ( z + Uz ^ y ^ u y ^^ 


(3.27) 


我们总可以把 (3.27) 的右端转换成与 (3.24) 右端相似的 形式; 为此我们对 P 写出这 
个转换（对于/也完全一样做 出）： 


F(z -\-Uz,y-\-Uy,t) = 

[F(J(/xr, /x) + Uz(t, /x), 2 /(/xr, /x) + ^(r,/x),/xr) - F(z(fir, fi),^r)] 

三 F + IIF. 

将无和 ILr 的展开式 （ 3.25) 和 （ 3.26) 代入上式，然后进一步把 F 和 IIP 展开成 /x 
的幂级数 形式： | " 

F F (邓，/ X )，卵， / xM ) 

= F(z 0 (t) + + M 2 芝 2 ⑷ + … ， Vo(t) + 4- + •■■,*) 

=尸(办 ⑷屬 WA + n (你⑻+朽⑷] + …. (3.28) 

+M fc [F 2 ⑴芝 fc ⑷ + F y (i)y k (t) 4- Ffc(i)] + …. 

三 P 0 + uFi H - + u k Fk H - , 





• 32 • 


第三章奇异摄动初值问 J ■解对小参数的渐近展开 


其中矩阵 F z ( t ) = (^)和 F y ( t ) = (~ pj 的元素是在点 （J ◦⑷， y 0 ( t ), t ) 处进行 
计算，而向量 F k ( t ) 是用 力⑴ ，仏 ⑷， 支 = 0,1，…， fc - 1， 按确定的方法表示的. 


nF = F(J(/xr, /x) + Uz(t, /x), 2 /(/xr, /x) 4 - Uy(r,fi) y fir) - F(J(/xr, /x), l/(/xr,/x), fir) 

=F(z 0 (^t) + \iz\ (/xr) + /x 2 J 2 (m t ) + … + n 0 2(r) 4 - /xlliz(r) + fi 2 U 2 z(r) + …， 
Vo(^) + M 2 /i( mt) + M 2 歹 2(Mt) + ... + n 0 2/(r) 4 - /xlli2/(r) + /x 2 n 2 2/(r) + ... ， /xt) 

-F(z 0 {fir) + —i(MT) + M 2 ^ 2 (/xt) + ... ,y 0 (M^)+ M2 /i(m^) + M 2 2/2(m^) + … . ， Mt) 

= [ 尸 ( 芝 0 ⑼ + n 0 z(r), %⑼ + n 0 2/(r), 0 ) - F(J 0 ( 0 ), 2/ o (0), 0 )] 

+/x[^(r)n l2 (r) + i^ T )n l2 /(T) + G 1 (r)] + … 

+〆 [F z (r)U k z(r) + ^(r)^?/^) + G k (r)] + … 

= UqF - {- filhF + … + / x fc n fc F + …， (3.29) 


其中矩阵 F z ( t ) 和 F y ( r ) 的元素是在点 ( z o (0) + n 0 2( r ), y 0 (°) + n o 2/( r ), 0) 处进行 
计算的，而向量 G fc ( r ) 是用 n ^( r ), i = 0,1, . . . ， fc - 1，按确定的方法表示的. 

对于函数 / h ，2/， i ) 同样的展开式也成立. (3.29) 中最后的等式实际上就是算子 

life , fc = 0,1，2, * _ • ，的定义. 

现在将 F = F + IIF 和/ = 7 + n / 代入 (3.27) 即得 


dz dllz -= „„ dy dTly — „, 

+ "dr = F+nFj + ^ r =M/+/xn/; (3 . 30) 

用展开式 (3.25), (3.26) 代替上式左端的 z , y , Uz , Uy , 而右端用展开式 (3.28), (3.29) 
以及7和 n / 用同样的展开式 代替; 然后令 M 的同次幂系数相等，并且把与 i 有关 
的项和与 t 有关的项分开，即可得到确定展开式 (3.25), (3.26) 各项系数的方程. 
对于零次近似（亦即％⑷，11。0：(7))我们有 


0 = F o = F ( z 0 , y 0 , t ), ^= J 0 = f ( z 0 , p 0 , t ). (3.31) 

显然，方程组 （3.30) 与 (3.20) 的退化方程组完全一致.此外，我们还有 



= n 0 F = F(z o (0) 4- U 0 z, 歹 o (0) + U 0 y, 0) - (芝 o(0) ， 恥⑼， 0) 

=尸(芝0⑼ + n 0 z ， 巧⑼ + n 0 2/， 0)， 

= 0 . 


(由于 （3.31) 有 F( Jo (0) 5 27 o (0),0)=0). 

对于展开式（3.25)， (3.26) 中带有下标1的项，可得方程组 



dzp 

dt 

师1 
dt 


= 7 i 三 7 z ( d +7 y (你 i ; 


(3.32) 


(3.33) 
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= IIiF = F 2 ( r)IIiz + Fy ^ Ury - Gi ( r ), 

= n 0 / = f(z 0 (o) + n 0 z ， y 0 (o) + n 0 y ， o) 

_/(办⑼，5。⑼， 0); 


其中一 一 

Gi ( r ) - [ F z ( t )- F z (0)] [^o(0)t + Ji(0)] + [ F y ( r )- F y (0)] 

x [2/ o (0 K + 2/ i (0)] + R ⑺ — P t (0)] T . 

一般来说，对于展开式中下标为 k ， kH …，的项可得方程组 


= F z (t)z k -^F y (t)y k + F k (t), 

^r=7k = 7 z (t)u 7 y (t)Vk + A ⑴； 


(3.34) 


(3.35) 


(3.36) 


f U k F = F z { r ) H k z + F y { r ) Ti k y + G fc ( r ), 

{ dT (3.37) 

1 = n - l/; 

这里的 f k ( t ) 与 F k ( t ) 类似，也是用 々⑷ ，仄 ⑷， i = 0，1，... ， fc - 1,按确定的方法表 
示的. Ilfc - J 是11/类似于 IIF 在 （3.29) 的展开式中用= - 

表示的 m "- 1 的系数. 

为了从所得到的方程组中求出展开式 (3.25), (3.26) 的项，还需要给出初始条件. 
为此，将 (3.24) 代入原来的初始条件 (3.19) 之后得到 


J 么 0(0) + /x 么 i(0) + …+ IIo2(0) + + …= 2 0 , 

\ 歹 0 ⑼ + M 歹 1(0) + … . + n o y(0) + /xIIi 2 /( 0 ) + …= y °; 
令 (3.38) 两边中 m 的同次幂系数相等，于是对于零次近似得到 


(3.38) 


J o (0) + II o z(0) = / ，汍 (0) + U o y(0) = 2 /°; (3.39) 


由于 z 0 {t),y 0 (t) 是方程组 (3.31) 的解，因此对 M 1 ) 不需要再加上定解条件，而对 
y 0 (t) 自然是像在退化问题 (3.20) 中那样给出初始条件，亦即 


谷 0 . (3.40) 

于是问题 （ 3.31) ， （ 3.40) 的解就与出现在关于极限过程的定理 2.3 中的退 
化解邓 ） = <p(y(t),t),y(t) 完.全一致.因此退化解就是级数 (3.25) 的主项,这也与在 
§8中讨论过的线性例子完全一致. 、 

由 (3.39) 并考虑到 （ 3.40 )， 即得方程组 (3.32) 的初始条件为 


n O 2 /( 0 ) = 0 ; 


(3.41) 
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n o ^(0) = ^ o -z o (0). (3.42) 

于是 (3.32) 的第二组方程在初始条件 (3.41) 之下的解为 

Uoy ( r ) = 0 对 t 彡 0. 

因此根据 (3.40), 对于我们得到方程组 • 

巧办⑼+瓜之，， 0), (3.43) 

dr 

其中巧 0) = vKlAO ). 不难看出，方程组 (3.43) 可以从附加方程组^： = Fi ^ y ^ O ) 
经代换 I = %⑼+ 得到.因此点 n 0 2 ：= 0就是方程组（3. 43 ) 7 的奇点.由稳 

定性条件 (3.22) 即知奇点 Uoz = 0 是渐近稳 定的. 又因为从条件 V 知道，初始值 
IIo ^( O ) = ^°- %⑼是属于这个奇点的影响域，所以有 

.IIo2 ： (t) — 0，当 T — oo . 

关于当 T — oo 时 Uoz ( t ) 趋于零的更精确估计将在§10中 得到； 因此，零次近似就 
完全确定了. 

在 （3.38) 中，令 P 的一次幂系数相等，我们即得 

A(o) + n^(0) = 0, 2 /! (0) + 11 以 0) = 0. (3.44) 


我们考虑 (3.44) 中的第二个等式，如果没有任何补充的假设，那么只从这个等式是 
不能确定初始值扒⑼和 n l2/ (o) 的.这样的补充假设就是当 t — oo 时，边界函数应 
趋于零的条件（我们注意到利用这个在定理 2. 3没有引用过的条件，就可以从 (3.39) 
确定零次近似的初始值）. 

由 (3.34) 的第二组方程我们有 

ni2 /( r ) = IIi 2/(0) + / u 0 f ( s ) ds ] 

JO 

由此根据当 T — OO 时有 IIi2/(t) ^ 0 的条件，即得 


IIij /(0) = - U 0 f ( s ) ds . 

Jo 


(3-45) 


(关于这个反常积分，以及在下面出现的类似积分的收敛性，将在§10中证明）.最后， 
对于 IIi 2/( t ) 得到表达式 


IIij /( r ) 




Hof ( s ) ds . 


(3.46) 
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而这时从 (3.44) 的第二个等式得出 

^(0)= 厂 H 0 f ( s ) ds . (3.47) 

下面我们转到方程组 (3.33); 为了对它进行求解，需要从第一组方程中解出 A ⑷， 
面这是可能的，因为根据条件 ReMt ) < 0 ( 见（3. 22 ))即知 detF z ^ 0. 将得到的 
Ji ( i ) 表达式代人第二组方程，并求解具有初始条件 (3.47) 的关于_的线性微分 
方程组,从而求出 z \ ( i ),2/ i ( i ). 而由 (3.44) 的第一个等式即得 

n ^( 0 ) = - zi (0). (3.48) 

为了求出 n ^( r ), 由于 u iy { r ) 已 经求出（见 (3.46)), 现在只需求解具有初始条件 
(3.48) 的 (3.34) i 一组方程就可以了.这就确定了展开式 （3.25)， （3.26) 中所有下标 
为1的项. 

利用定解条件 


nfcy(T) — 0, 当 t — 00 ， 

rOO 

VkW = / Uk - if { s ) ds , (3.49) 

Jo 

11以(0)=-办⑼ (3.50) 


可以从方程组 （3.36)， （3.37) 完全类似地确定 . n fc 2 /⑺，％⑷，办⑷，瓜办)，* = 2 ,3, 
因此，初值问题解的形式展开式 （3.24)，（3.25)， （3.26) 就构造出来了. 




§10. 余项估计 

1. 定理 3.1 的叙述现在我们确切地叙述条件 I 中有关函数 F ( z ^ t ) J ( z , yi t ) 
的连续可微性阶数.我们记得在第二章中曾经用表示 ( z ， y ， t ) 空间中的这样曲 
线，它是原来问题解确定的轨线当 /X — 0时所趋向的极限曲 
线（见定理 2.3 的注 1). 所谓曲线 Lo 的 e - 管是指空间 ( z ， y ， t ) 中所有与 Lo 的距离 
(在§6中所引进范数的意义下）不超过 e 的点集 • 显然，存在着充分小的 e > 0,使得 
当5 < e 时，曲线 L 0 的5-管整个地含于在定理 2.3 和条件 I 中出现的区域 G 中•下 
面仍然用 I 记经过确切叙述的条件 I . 

I . 假设函数 F ( z , y , t ) ^ f ( z ， y ， t ) 在曲线 L 0 的某个 5-管中， 对它的所有 变量具 
有直到包括 (n + 2) 阶①在 内的连 _ 偏导数 / 

在这个条件下，我们考虑展开式 (3.25), (3.26) 中直到包括下标 rz 在内的项，并用 
X n { t , ❼ 表示展开式 （3.24) 的 n 阶部 分和： 、 

71 

x n ( t , fjL ) = ^2 fjL k [ xfc ( i ) + n fc x(T)] • (3.51) 


①这个有关 F 和/光滑性的条件可以稍微放松. 
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定理 3 .1 ( VasiPeva ) 当满足条件 I〜V 时，必存在常数鄉 > 0 和 c > 0, 使得 
当 p € (0,洲] 时，问題 （3.18)， (3.19) 的解在区间 0彡 t 彡 T 上存在、 
唯一且满足不等式 


|| x ( t ^)- X n ( t ^) 当 *e[0 ， r]. (3.52) 

0 

注由定理 2. 3即可得出解得存在性和唯 一性; 但是从估计式 (3.52) 的证明中，我们不依靠 
定理 2. 3而顺便地再一次证明了解的存在性和唯一性. 

定理 3. 1的证明将在本节的第四段进行.在第二段给出线性微分方程组和积分 
方程组某些结果的预备知识，而在第三段证明边界函数指数式减小的估计. 

2. 微分和积分方程组解的 向置- 矩阵形式记法 假设 4 为 Z x m 阶矩 

阵.根据在 §6 中给出的向量范数的定义 （ || a : ||= 我们用等式 


m 

J =1 

来定 义矩阵的范数 （例如参看 [12]). 于是对任意 m 维向量阶矩阵 
A , B , 有下列关系式 成立： 

llx + 2/ll^llxll + Hyll ； M + S||^M|| + ||S||; 

II At ||^ M |||| x ||; II ab Nil ^ mi ^||； 

I ca ; ||= | c | || x II ; II ^ ||= | c | || A ||； 

其中 c 为常数.如果 4 = 义⑷ = ( aij ( t )), 那么 A \ t ) = (吣⑹为矩阵4⑷的 
导数， / a 6 A ( t)dt = (/ a 6 a ^ dt ) 为矩阵4⑷的 积分. 不难看出，当 a < 6时有 

|| | K/ a b || A ( t ) || dt 

考虑线性齐次微分方程组 

^ = A ( t ) x , t ^ 0, (3.53) 

at 

其中 a : 为 Z 维向量函数，而 4 ⑷为在 [0, oo ) 上连续的 Z x Z 阶方阵. 

设 X ( t ) 为方程组 (3.53) 满足条件 X ⑼ = E t (岛为 Z x Z 阶单位 方阵）的基本 
解矩阵（亦 即其列向量为方程组 （3.53) 的线性无关解的矩阵),那么方程组 （3.53) 满 
足初始条件 a :(0) = /的解为 


x ( t ) = X ( t ) x °. 
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非齐次方程组 

= A [ t)x - f { t ) 

满足初始条件 o ;(0) = /的解可以写成 

x { t )= X ( t ) x ° + J * X { t ) X ^{ s ) f { s ) ds . (3.54) 

如果4⑷= 4为常数矩阵，则 X ( t ) 为矩阵幂 

亡 2 t k 

X ( t ) = exp (也） Ei-\-t A ~ A 2 + ■ ’ ■ + — A k + ... ， 

而且有 


X _1 ( s ) = X (—5) = exp (- As ), X ( t ) X -1 ( s ) — exp (^4 (t — s )). (3.55) 

如果矩阵 4 的任一特征值\都满足不等式 ReXi < -a < 0,那么存在常数 
c > 0,使得对 O 0有 

| exp (^4 t ) ||^ cexp (— at ). (3.56) 

这是 由于： 作为基本解矩阵 exp (^) 列向量的 i = 1，2,…， Z ， 是方程组 (3.53) 
的线性无关解，且其形式为 Xi ( t ) = P ni { t ) exp ( Aj)，i = 1，2, . . . ， Z ， 这里 P ni ⑷为亡的 
多项式. 

现在考虑线性非齐次的 Volterra 积分方程组 

x ( t ) = ( K(tj s ) x ( s)ds + f ( s)j 

Jo 

其中^⑴和 / ⑷为 z 维向量函数，而 K ( t , s ) 为矩阵核 （Z x Z 阶方阵).假设/⑷和 
K ( t , s ) 分别在 ( KKr 和上连续.于是上面的积分方程组存在唯一 
的连续解，它可以写成如下形式 

x ( i ) = f ( t ) + f R ( t , s ) f ( s ) ds , (3.57) 

Jo 

其中丑⑺ s ) 为核的预解式 （Z x Z 阶方阵)，它由（在区域0彡 sf 彡 T 上一 
致收敛）的级数 

• 00 , 

■ R ( M ) = ^2 K k { t , s ), 

k=l 

所确定,其中叠代核和为 

is ： i ( i ,5) = K { t , s ), K k ( t , s )^= f K k ~ i ( t , p ) K ( p , s ) dp , A = 2,3, ** 


(例如参看 [44 j ). 
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3. 边界函数的估计 

引理 3.1 对于边界函数 Uix { r ), < = 0,1，2, •. •， n ，有不等式 


II HMt) ||^ cexp(-/cr), 


>0 


(3.58) 


成立，其中 C >0 和 / c >0 为某些常数. 


证明我们在§9中得到，对 t 彡0有 U 0 y ( r ) 三0,而 IIo ^( t ) 为方程组 （3.43) 
满足初始条件 (3.42) 的解，并且当 T — oo 时有 U q z(t) 0. 由此得出，对任给的 
5 > 0,存在 T 0 = To (5), 使得 


|| n 0 Z(T) ||^ 5 ,当 T > T 0 . 

我们在 r^ro 上考虑方程组 (3.43), 并将它写成 


(3.59) 


dHoz 

dr 


nM + G(n 0 2 )， 


(3-60) 


其中 =疋(办⑼， y o ,0)， G(Ii 0 z) 
具有下列两条性质： 


F(^o(0) + n o ^,2/ o ,0)-F,(0)no^. 函数 G [ u ) 


1•由 (3.31), (3.40) 可知， qo ) = ^ o (0),2/°,0) = 0; 

2.对 Ve > 0,3?7 = rj ( e ), 使得当 |卜1 ||< 77, || ||< 时有 

II G ( u x ) - G ( u 2 ) 11^ e II wi - u 2 II . 


(3.61) 


这一条性质不难验证，只要对差 G ( Ul ) - G ( u 2 ) 运用有限增量 公式： G ( Ul )- 

— BP * 

G ( u 2 ) = GUm - u 2 ), 这里 Q R — F z (0), 而且矩阵 G 的元素 g 在中间点 
(芝 0 ⑼ +w 2 + 0 办 广奶)，?/ 0 ，。)， 0<氏<1，= 1，2,…， M 取值 . !此得出，当 

llw II和I卜 2 II充分小时 ， || R || 即可任意小，从而 (3.61) 成立. 

根据 （3.59) 即知， U 0 z ( t 0 ) 满足不等式 

II n 0 ^(r 0 ) ||^ 8 , ( 3 . 62 ) 

当 t > To 时，代替 (3.60) 我们考虑与它等价的积分方程 

n 0 2：(T) = exp ⑼ (T - T 0 ))n 0 2：(To) + f exp 冗⑼ (T — ⑷)心 . (3.63) 

Jtq 

为了得到对 Uoz ( t ) 的指数式估计 (3.58), 我们运用逐次逼近 法：令 


_ 

no z(t) = exp (F40 )(t - T 0 ))n 0 >2(T 0 )， 


对于 fc= 1，2,…，取 


(n)o 2(T) = exp (^ Z (0 )(T - 7"0))n 0 2 ： (T 0 ) + / exp (^ z (0)(7~ - 
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因为根据条件 IV ，矩阵 F z (0) 的特征值 X ⑼满足不等式如乂⑼< -a < 0 ( 见 
(3.23)), 所以存在常数 d > 0,使得（见 (3.56)) 

| exp ( F z (0 )(t - s )) ||^ ci exp (— a(T - s )) } tq s ^ t < oo . 


由此根据 （3,62) 得出，当 r 彡 r 0 时有 


IIo z ( t ) ^ Cl exp(-a(T - ro )) II n 0 >2( ro ) ||< fci exp (- a(r - r 0 )) 


在区间 （0, a ) 中任取 / c ， 并将它固定下来，于是有 


IIo z { t ) ^ Sci exp(-«(r - r 0 )) 5 当 t > t 0 


(3-64) 


现在取 e > 0 如此之小，使得不等式 


def SCI 


成立.对于这样的 e ， 相应地存在某个7/ = T !{ e \ 使得满足条件 (3.61). 其次选取不等 
式 (3.59) 中的5这样小，使得满足不等式 


8 ci 




只要 TO = ro ( S ) 充分大，这样的5总可以取到.于是根据 （3.64) 和 (3.61) 即知当 
T ^ Tq 时有不等式 

II 0 z ( t )\ \ ^ 77 


和不等式 


(1) (0) f T 一 (0) 

IIo z{t)- no z(t) ^ / II exp ( F z (0 )(r - s )) || G ( IIo z ( s )) - G (0) ds 


M W 

ci exp (— a(r — s )) e 5 ci exp (— K(s — To))ds 




彡 Scieci exp (-/ c(r — ro )) / exp(—(a — k)(t — s))ds 


^Sc^eM-^r-ro)) 

=Sciq exp (—/ c(r — to)) 


(3-65) 


成立.由此得出 
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(1) Sc 

IIo z(t ) 彡 5 ci ( l + g ) exp (-/ c ( r - ro )) < - exp (— k(t — to)) < ： rj, t ^ tq. (3-66) 

1 -g 

我们用归纳法证明：当 T > T 0 时有 


( fc ) 


IIo z{t) 彡 6ci(l + g + … +g fc )exp(-/c(r - to ))， fc = 0,1 ， …， 


(3.67) 


( k ) ( fc - i ) . 

Uqz(t)- n 0 z(t) ^ 8c\q K exp(-/c(r - r 0 ))^ fc = l ， 2, 


(3.68) 


由 （3.66) 和 （3.65) 可知： 当 fc = 1 时， （3.67) 和 （3.68) 是正 确的. 假设 （3.67) 和 
(3.68) 直到号码 fc 都正确，那么由于 (3.67), 当 t 彡 T 0 时有 

(fc - 1) g Cl 

n 0 z(t ) 彡 fci(l + g+ - h q^ 1 ) exp(-«(r - r 0 )) ^ - ― — exp(-«(r - r 0 )) ^ f/. 

1 — g 


W 


类似地，当 r > 时有 n 0 < r ) < f /. 由此利用性质 （3.61) 和不等式 （3.68) 可得 


(fc+l) (k) 

n 0 z(t)- IIo z{t) 





_ / (k) \ / (fc-i) 

||exp(F z (0)(r-s))|j IIo 2 (s)J - G( n 0 2 ： (s) 

( fc ) ( fc — i ) 

ci exp(-a(r - s))e IIo z(t)- IIo z(t) ds 
ci exp(—a(r — s))eSciq k exp(— — ro))ds 


= Sc\£C\q k exp(—/c(r — to)) I exp(—(a — k)(t — s))ds 
£Cl 人。 

彡 5ci —— —q k exp(-/c(r - r 0 )) 
a — k 

= Sciq k ^ 1 exp(-/c(r- r 0 ))， r ^ r 0 . 


ds 


这就证明了 （3.68) 对 fc + 1 的正确性.从最后这个不等式以及 (3.67) 式得出对 r^ro 
有 

(fc+1) 

IIo z { t ) 彡 fci(l + g + • • • + g fc+ 1 )exp(-/c(r- r 0 ))， 


亦即 （3.67) 对 fc + 1 也 正确. 
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由不等式 (3.68) 和恒等式 

( k ) / ( k ) ( fc —1) \ Ak —1) ( fc —2) \ / (1) (0) \ 

IIo ^ = ( II0 — IIq >2 ) + ( IIo z — IIo z ) + • • • + ( IIo z ~ IIo ^ ) 

得出收敛于方程组 （3. 4 3) 解 u 0 z(t) 的逐次逼近序列 {no z(t)} 当 T 彡叩时对 T 的 
一致收敛性,而且从 (3.67) 得出估计 

II n 0 2 ： (T) ||< — exp (-/ c(r - To)), 当 T > T 0 . (3.69) 

1 一 g 

当0 < r < r 0 时，问题 (3.43), (3.42) 的解 U 0 z { r ) 以某常数 c 2 为界： 

|| n 0 2：( T ) ||< C 2, 当 0《 T 《 T 0 . (3.70) 

如果令 c = max | c2exp (/ cro ), 广 1 exp (/ cro )| ? 则由 (3.69), (3.70) 有不等式 

|| Uoz ( t ) ||^ cexp(-KT )， 当 T > 0 (3.71) 

成立，亦即对 i = 0 证明了不等式 (3.58). 

我们转到当 f = 1时不等式 (3.58) 的证明.根据 (3.34) 可将 (3.46) 右端的被积 
函数写成 


瓜/⑷= /( 办⑼ + Uoz ( s ) iy ° 7 0)- /闪⑼， 2 /°， 0 ) = f ： Uoz ( s ), 

其中矩阵 / z * 的元素 g 是在中间点 （％ ⑼+ eiU 0 z ( s ), /， 0)，0 < 久 < 1， i = 1，…， 

m，j = 1，…， M， 处取4 的； 由此得出 || / z *|| 的有界性.根据 (3.71) 从最后这个等式 
即得 

II n 0 /(5) ||< Cexp(-/C5), s > 0. (3.72) 

□ 

注 1. 这里的常数 c 一般来说与在 （3.71) 中的 c 并不一样，但为了简单起见，我们约定对这 
种不依赖于 M 、其大小在讨论中不起本质作用的相似常数，今后总用同一个符号 c 来表示. 

从得到的不等式 (3.72) 即可推出（3.45>右端反常积分的收敛性以及对 U iy ( r ] 
的如下 估计： 

r °° c 

I HiyM 11^ a / exp(—Ks)ds — — expf—/cr), r ^ 0. 

Jr K ~~ 

根据注1，常数 C//C 仍然用 C 来表示，因此有 


I Iiiy(r) ||^ cexp(—/cr), r 〉 0. 


(3.73) 
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对于 U lZ ( r ) 的方程（见 (3.34)), 我们把它重新写成 

+ (3.74) 

OJT 

其中 Gi ( r ) = F y ( r ) U iy ( T ) + G #) ，而 G ^ r ) 是由公式 （3.35) 确定.类似于不等式 
(3.72), 由此我们可得估计 . 

|| ||^ (cr + c ) exp (-/ cr ), 当 r > 0. 

取 /ci < / c ， 考虑到注 1 即得 （cr + c ) exp (- KT ) 彡 cexp (— Kir ). 

注 2. 在这个引理的证明中，以及在以后类似的情况下,这样减小参数 k 还必须进行有限次. 
为了简单起见，我们约定仍然用同一个字母 K 来表示（以代替 K l 7 K 2 ，…） ■ 

于是有 

|| Gi ( T ) || 彡 c exp (- KT )， 当 T >0. (3.75) 

由此及 （3.73) 即可推出当 t > 0 时有 || Gi ( r ) |K c exp (-/ cr ) . 

方程组 (3.74) 在初始条件 (3.48) 之下的解可以写成 

U lZ { r ) = -$( r ) zi (0) + f T ^( r )^ 1 { s ) G 1 { s ) ds , (3.76) 

Jo 

其中 Wt ) 为齐次方程组初值问题 

的基本解矩阵 • 类似于推导 U 0 z(t) 的估计式（3.71)，不难证明 

II Hr ) ||^ c exp(— kt )， 当 t > 0， (3.77) 

|| 少 ⑷ ||< c exp(—/c(T — 5 ))， 当0 < s < t. (3.78) 

利用这些不等式和对 ||仏⑺|| 的估计，从 （3.76) 即得 

| ||^ c exp (-/ cr ), 当 r 彡 0. (3.79) 

不等式 (3.73) m (3.79) 完成了当< =1时对 (3.58) 的证明. 

下面我们用归纳法进行证明.假设不等式 (3.58) 对 i = 0,1 ，…， Jfe - 1都成立. 
从 (3.37) 的第二组方程有 

Hfc2/(T) = n fc y (0) + / Uk ~ if ( s ) ds . 

Jo 

我们曾对 U k y ( r ) 加上补充条件：当 r — oo 时有 U k y ( r ) ^ 0;由此推出 

pOO 

Ilfc !/ ⑼= - / Uk - if { s ) ds , 
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从而可得 


疒 oo 

n fc 2/(r) = - J 


因此为了对 U k y ( r ) 证明不等式 (3.58), 只需证明当 t 彡 0 时有 


II n fc _ i /( r ) ||^ cexp (-/ cr ) 
即可.为此目的，我们仔细地考虑表达式 


(3.80) 


n/ = f(z(l^r, jj) + Uyir, - f(z(/j,r, fi) ， 伽丁， M) ， M T ) 

对 p 的幂级数展开式.我们引进函数 


屯 ( tr ) = f { z (^ r y / x ), - {- aliz ( r , fj),y{iiT, + aUy(r, ^), fir). 


于是有 

Ilf = 屯 (1) 一 屯 (0) = 



da 


da 



ny(T ， 卩)， 


其中矩阵 / z 和 /y 的元素是在点+ aUz ( r , ^), y (^ r , / x ) + aliy ( r , //), fir ) 处取 
值的.我们用 (3.25) 右端的级数代替 鄭丁，)秦4)， 并把这些级数的系数办⑷表 
示成 王 k(t) = ^fc(^r) == 办 (0) + 0 式 (() + ••■; 而同样用 (3.26) 右端的级数代替 IIz(t } ^), 
n 2 /( r , ^);然后在点 


(J 0 ⑼ + crlloz(r) , 歹 o ⑼ + <jIIo 2 /(r), 0) = (芝 o(0) + o-U 0 z(r), y°, 0) 

处将厶和八进行 Taylor 级数展开，并且合并关于 /x 同次幂的项即得 


fz { z ( fir y fi ) 4 - aUz ( r , fi ), y { fir y 4 - aUy ( T , ^) 5 / xr ) = A 0 ( a , r ) + ^ iAi ( cr ， T ) + …， 


f y (z{fiT, + aUzir, ^y(/xr^) 4 - aUy(r^)^r) = B 0 (a } r) + ^iBi(a, r) + …， 

其中 Ma ^ B ^ r ) 均为当 t — oo 时其元素增长不比 / 快的矩阵.由此得出，在 
n / 展开式中 1 的系数 ih 一 u 为 


♦) + (/ - 

(3.81) 

由于按归纳法假设， n ^( r ), n i2 /( r),z = 0, l ,.-.， fc — 1，都满足不等式（3.58)，所以从 
(3.81) 直接推出对 || U k ^ f ( r ) || 的估计式 (3.80), 亦即对于 U k y ( r ) 的不等式 (3.58). 
对于 U k z ( r ) 的方程（见（3.37))，现在可将它重新写成 


n fc _ i /( r ) = ^2 [{J Q ^ i (^ r ) daju k 


% 


dUkZ 


=F z (T)U k Z+G k (T), 


(3.82) 


dr 
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其中 G k ( t ) - F y ( r ) U k y ( r )^ G k ( r ). 类似于对 n fc _i/(r) 估计式的推导，对⑺同 
样可以得到估计 || Gfc(r) || < c exp(-/cr), t > 0. 像 从问题 (3.74), (3.48) 求出 n^(r) 
一样，在初始条件 (3.50) 之下求解方程组 (3.82) 即得 

|| n fc 2：(T) ||< c exp(-/cr), 当 T > 0. 

这就完成了引理 3.1 的证明. ’ □ 

注 3. 我们考虑当 (y^eD , 时的附加方程组 

石= F(I，y，t)， (3.83) 

这里万 i 是由条件 IV 所确定.变量替换 z = IIz + 沪 ( y ， i ) 将 （3.83) 变成类似于 （3.43) 的形式 •• 

^ t) + Uz, y, t). (3.84) 

方程组 （3.84) 的奇点是 IIz = 0, 而矩阵 F z (ip(y，t)，y，t) 的特征值 M(y,t) 满足不等式 (3.23). 
由此 得出： 存在常数 c > 0,使得当0 < S T < oo 时有 

II ex.p(F z ((fi(y,t),y,t)(T - s)) ||< c exp (- a(r - s )). 

在 [39] 中证明了对所有 （ 2/ ， i) €氏存在使得上式成立的共同常数 c (也见 [60]). 考虑到方程组 
(3.84) 在 T = 0 时有满足不等式 ||nz(0)|| < 5 的初始条件，并像对 (3.60) 那样应用逐次逼近法, 
即可得到解在 r>0 上存在，且满足不等式 

|| n ^( r ) ||< -^― exp (- KT )， 当 r 彡 0. 

L _ q 

由此得出，在稳定性条件 (3.22) 之下，附加方程组 （3.83) 的奇点 z = <p(y,t) 关于万 i 是一致渐 
近稳定的.这就证明了在§9第一段后而所做出的结论. 

4. 定理 3.1 的证明 我们令 

M) ~ M) 一 m)j M) = y{pi M) ~ m )? 


其中 z{t^),y{t ^) 为问题 （3.18)，（3.19) 的解，而 Z n (t^),Y n (t ^) 由公式 （3.51) 确 
定，亦即 

n n 

= ^2fi k (z k (t)-\-U k z(r)), Y n {t^) = ^ M fc ( y fc W + n fc y ( r )). 

fc =0 fc =0 


W z = u- hZ nj y = v + Y n 代人 （3.18)，(3.19), 即得余项 _， / i )， _， / x ) 的方程组 


~ Z ni V-\- Yri ,^) — /i 


dv 

dt 


/(u + Z n , v + Y n ^t) 


dt 
dY n 

I ， 


(3.85) 





以及它们的初始条件 
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w (0，/ x ) = 0， i ;(0，/ x ) = 0. (3.86) 

正如定理 3.1 后面的注所指出那样，问题（3.85)， （3.86) 解在区间0 < t < I 1 上 
的存在性可由定理 2.3 得出； 因此为了证明不等式 (3.52) 只需再证存在常数 /xo > 0 
和 c > 0,使得当0 < /i <抑时对一切 f € [0, T ] 有估计式 

II w ( t ，/ i ) ||< c / x n+1 , || v ( t ^) ||< c / x n+1 . (3.87) 


但在证明不等式 （3.87) 时，我们不依赖于定理 2.3 而顺便地再一次证明了问题(3.85)， 
(3.86) 解的存在性. 

我们首先考虑表达式 


丑 1( 亡， " ） = F(Z n (t, /i), Y n (t, M)^) - M 


d 2 n ( t , fi ) 

dt 


\ H 2 (t^)= f(Z n (t^) 7 Y n (t^) 7 t)- dYn ^ ] ； 

并证明当 M 充分小时 [0, T ] 有估计式 

II H^t^) ||< II H 2 (t^) ||^c ( / x^ 1 +/i-exp(-^) 

其中 C 为常数. 


(3.88) 


(3.89) 


例如，我们证明 （3.89) 中第二个不 等式; 为此把 H 2 ( t ^) 的表达式重新写成 


H 2 {t^) = f(zo(fJ,r) 


+ /x n ^„(/xr) + II 0 2 ： ⑺ + …+ /X n II n 2 ： (T), 


y 0 ( M T ) + • • • + M n y „(/ i T ) + Mnxy ( r ) + … + / x n n n y ( r ), /xr 


f(z 0 (fir) 4 

|：( n 12 /⑺ 

{/(_) + 

I ㈣ + 


+ fi n z n (fir) y Voifir) + … + fi n y n (fir), fir 


/ x n - 1 n„y ⑺)] 


+ fi n Zn{t) } y Q (t) + … + fi n y n (t), 


dt 


^ n y n ( t ))\ 


(3.90) 


利用在证明估计式 （3.80) 时所使用的同样方法，不难证明当 /X € (0, 卯] 充分小时有 

ffzo^r) + …+ /x n 2 n (/xr) + n 0 2 ： (r) + …+ " n n n 2 ： ⑺， y 0 (fJ,r) + …. 


+ ... + + n 0 2 ： (r) + …+ /x n II n 2 ： (T), y 0 

s 

+f/ l y n (fir) + fjJhy(r) + ... + /x n n n y(r), /irj ~f(z 0 (l^r) + * _ 

n 

Vo(^ t) + … + /XT) = [ fi k u k f(r) + 0(/x 


+ " n '(/ ir )， 


(3.91) 


fc =0 
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与前面一样，这里 OKt ，/ x )) 表示当时满足不等式 
II 0( a ( t ,/ x )) ||< ca ( t , / x ) 的量. 

注 4. 常数 mo 充分小的要求，在本定理的下面证明以及后面的其他章节中将不止一次遇到. 
类似于在注1和注2中对常数 c 和 / c 所说明的那样，我们约定今后也用同一个 mo 表示满足对 M 
充分小的所有要求： 0 < p <卩0. 

根据方程（3.34)，（3.37)，从 （3.91) 得出，4 (3.90) 中的第一个方括号应等于 

M n n n f ( r ) + 0(/ i - +1 ), 亦即有量阶0( 〆 ^ + / x n exp (-管 )). 类似地，根据方程 
(3.31)，（3.33)， （3.36) 以及等式 


f ( Mt ) + ... + ⑷， Vo ( t ) + …+ M n y n W , t ) = J > fc 7 fc + 0( M n+1 ) 

fc =0 


得出在 （3.90) 中的第二个方括号有量阶0( 〆 ^).因此 

(-?))• 

这就证明了 （3.89) 中的第二个不等式.类似地可以证明 （3.89) 中的第一个不等式. 
我们现在回到问题 （3.85), (3.86), 并将方程组 （3.85) 写成 


H 2 ( t , fi ) = 0 \ / x n+1 + fi n exp 



= F z ( t , fi)u + F y { t^)v + v , t , fx ) 

= fz(t, / x)w + fy(t, fl)v + G 2 ( w , V , t, / i )； 


(3.92) 


其中矩阵 厶(^)，八(6")的元素都是在点 (^ o (^ ) + n 0 2 ： ( t / fi ), y 0 ( t ), t ) 

处取值的，而 


Gi(u,v,t,fi) = F(u - \- Z n ,v + Y n ,t) - - F z (t,fi)u - F y (t,fj)v, 

dY n 

我们注意到函数 Q 和 G 2 有如下两个对今后来讲是重要的 性质： 

1. 当0彡 t 彡 T 1 ， 0 < /x ^ / xo 时有 

II Gi(0,0,t,/i) || = || 丑々， " ） l^c/x^S 

-f)} 

2. 对 Ve > 0,3常数5 =占⑷和 mo = Mo ( e )， 使得只要||的||< J ， ||叱||< 5, 

| vi ||< S , || v 2 ||< 0 < /x < / x 0 , 则对 i = 1，2有 

II Gi(wi ， i ； i ， t ， /x) — Gi(W2 ， U2 ， t ， /x) ||< e(|| wi — W 2 || + || Ui — V 2 II). (3.93) 


II G 2 (0,0, t ,/ x ) || = || H 2 { t ^) ||< c f / x n+1 +/ x n exp ( 
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为了证明后一条性质，只要对 (3.93) 左端的差应用中值定理，并考虑到当 
|卜 ||，|卜 ||， ㈣ 充分小时， || G lu HI F z (u + Z n) v + Y n ,t)-F z (Zo,Y 0 ,t) ||, || G lv ||, 
II G 2u || 和 || G 2v || 均可任意小. 

代替初值问题 (3.92) 和初始条件（3.86)，我们考虑与它等价的积分方程组 

= fn U(t,s,fj)^[Fy( Sj /x) + Gi(w, v, s, /x)] ds, 

t n (3.94) 

♦ ， M) = fo v (^^M)[fz(^ /x)w(s, m) + G 2 (w, v, s, /x)] ds; 

其中和为矩阵方程初值问题 


dU 

dV 

dt 


二 F z ( t ， /i)?/, C/(s, s, /i) Em ' 

fy ( t , /i)V, V"(s，s，/i) = 


(3.95) 


的解.由于 II || 在 0 < s < f < T，0 < /X 彡 / xo 上的有界性，所以矩阵 V ( t } Si fi ) 

也是有界的.至于矩阵可以 证明： 当时有指数 


式估计 


II ||< cexp (- 


K{t — 5 ) 


(3-96) 


其中> 0为某常数.为此我们利用下面引理(参看[60])，其证明将在本节第五段给 
出. 

引理 3.2 假设方阵 A ⑷在[0, T] 上连续，且其特征值 Xi ( t ) 满足不等式 


ReAi(i) < —2a <0，当0 < f < I 1 ; 
那么当 / x 充分小时 (0 < /x < /xo), 矩阵方程初值问题 


(3.97) 


dW 

dt 


A ( t ) W , W ( s , s ^) 


(3.98) 


的解满足估计 


II W ( t , s , fi ) IK c exp 


a(t 


当 0 < s 彡 t 


(3.99) 


引理 3.2 不能直接应用到方程组 (3.95) 的第一个方程上，因为一般说来，矩阵 
F z ( t ^) 的特征值在点 f = 0的某个邻域中不满足不等式(3.97)，所以为了证明（3.96)， 
我们将 (3.95) 的第一个问题重新写成 


dU 

dt 


F z ( t)U + K ( t ^) U , U ( s , 5 , /x) 


(3.100) 


其中 


K ( t ,^) = F z ( t , fi )- F z ( t ) = F z ( zo ( t )+ Uoz ( t / fj ), y Q ( t ), t ) - 圮(芝0⑷，％⑷，亡). 
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由于 （3.22)， 矩阵 F z { t ) 满足条件 (3.97); 而且只要 t 0 充分大，当 t > / iT 0 时显然 
|| K { t ^) || 可以足够小.代替初值问题 （3.100)， 我们讨论等价的积分方程 





t 


卿， P , M )— 物，办， 


(3101) 


其中 W ( t , s ^) 为矩阵方程初值问题 


=厂2⑷ W W ( s , s , fj ) = E m , 


的解，且由引理 3. 2,它满足估计式 (3.99). 利用在证明 11(^ ⑺的指数式估计时所用 
的逐次逼近法，容易证明 U ( t , s , / x ) 满足估计式 (3.96). 

现在把 （3.94) 中的第二个方程所确定的 v ( s ^) 代人第一个方程，即得等价的积 
分方程组 





t 


K ( t , s , fi ) u ( s y fi)ds Qi^Vytj fi) y 


o 


v ( t , fi ) 



t 


V ( t , s ^) f z { s , fi ) u ( s , fi)ds + Q 2 ( u , v , t , fi ) ; 


(3102) 


o 


其中 




\ 





t 


-f/(t ， p ， 〆)&(]? ， s ， ")啦 


由此及 (3.96) 得出，当 0 < s < t < T ，0 < /x < / x 0 时 ， || ||< c ; 而且由于 

Q 和 G 2 的两条性质,积分算子 


t 


QliUyV . t . fi ) 


o 


fi ) Gi ( w , v , s , fi ) + Ki ( t , s , fi ) G 2 ( u , v , s , / x ) j ( is , 


Q 2 ( w ， M , M ) 



t 


V ( t ^ ") G2 ( w , % s ， fi)ds 


o 


也具有类似的两条 性质： 

1 . 当 0 < T ， 0 < /x < 缃 时 ， II Qi (0，( M ，/ x ) c / x n+1 ，i = 1，2; 

2 . 对 Ve > 0, = J ( e ) 和 = Mo ( fO , 使得如果当 0 彡 s 彡 t 彡 T ^ Oc / x 彡 / xo 时 

有 || ui ( s , fi ) ||< S , || w 2 ( s ,/ x ) < S , || i ； i ( s ,/ x ) ||< || v 2 ( s , fi ) ||< S , 那么对 i = 1，2 有 

II Q 扣， W ， M) - Q 加鳥 W) IK em^ t [\\ 吨 M )- 吨 M) il 

+ 11 v 1 ( s i fi )- v 2 ( s , fi ) II ]. ' 

我们用 R ( t ， s ， fi ) 记核 K ( t , s ， M ) 的预解式.由于 K ( t , s ^) 的有界性，预解式 
R ( t y 5, / x ) 也是有界的.将 (3.102) 第一组方程中的看成该积分方程组的 
非齐次项，并利用公式 (3.57), 则可代替这第一组方程以如下的等价方程 



t 


u ( t , fi ) = Qi ( w ， i ;， t ， 〆 ) + / R { t , s ^) Qi { u , v y s,^)ds 
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def 


Si ( u y v , t y fi ). 


(3-103) 


我们记 V(t,s^)f z (s^) = 丑 (M，M)，Q2 塋灸，则 (3.102) 的第二 M 方程可写成 


t 


v(t y fi) = I H(t y s } fi)u(s y fj)ds + S2(u,v,t,fj). 

Jo 

显然,积分算 子&和 S 2 也具有 像 A 和 Q 2 那样的两条性质. 


(3.104) 


为了完成定理的证明，只需证明方程组 （&103) 和 (3.104) 存在唯一解，且有估 


计式 


|| ||^ c" n+1 ， II ||^ c" n+1 ，0 《 t 《 T， 0< fio, 


(3.105) 


成立.为此我们利用逐次逼 近法： 对 fc = 1，2,…令 

( (0) , 、 (0) , ⑷ / 、 ,(fc-l) (fc — 1) 、 

w (t, fi) = 0, v = 0; u (t } fi) = Si( u , v ， t ， 〆 )， 


( fc ) 


(h) / 、，一， ( 友一 1) (fc-i) 


[ v M) = fo M) u (s,m)^ + 5 2 ( u , v 
由 于汾和 S 2 的第一条性质，当 fc = 1时有 

| ( w || < c" n+1 , ||(i) d ") IK c/x n+1 , 0 < /X < /xo 


(3.106) 


(3-107) 


而根据 & 和的第二条性质，由 （3.106) 可得 


( fc + i ) ㈦ 「㈦ （ fc - i ) 

u u fi) |^6 max u (s y fi)— u (s y fi) || 

L 

+ II ($( S ，")- ( V ) ( S ，")||， 

(T) (t.fi)- { v (t,n) II < cT max || ( w (s，")- (N/) (s，/i) || 

O ^ s^t 

. 「丨 ㈦ / 、 （fc-1 ) / x II 

+e max | u («，")一 u (s } fi) || 

L 




于是如果 Mo( £ )， 就有 


| ( fc w X) ( s ,/ x ) ||< S ( e ), 


I 给) ( s ,/ x ) ||< S ( e ), 


|| ( ^ 1} (s,/x) ||< S(e), || ( ^ ( s , m ) IKJ ⑷. 


令 a = max (4cT, 1) 以及 


(3.108) 


(3.109) 


D fc+1 = max [a || ( u } {t^)~ V (t,/x) || + ) (t^)- V (t , M ) ||' 

0 ^ r X 1 ， • 
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于是由 （3.108) 有 ^+ £ ( l + a ) D fc . 由于 e 可任意小，因此取它满足不 等式: 
e(l + a )< 1/4;从而在满足不等式 (3.109) 的条件下有 


K f (3.110) 

我们证明当 M € (0, 抑]充分小时，不等式 (3.109), 从而 （3.110) 对所有的 fc = 
1,2,-.. ,都成立.为此我们利用估计式 (3.107), 并取 /xq < Ma ⑷充分小，使得当 
0 < m < M 。 时满足不等式 


D l 


max 


a ||(i) (t,/x) + { v || 


< c(l + a )/ x n 


+i 


< 0 ⑷ 


(3.111) 


于是当 fc = 1 时有 （3.109) 成立，从而 (3.110) 也成立.其次假设 (3.110) 对 fc = 
1,2 ，…， Z -1 都成立，那么有 

At+i 彡 ^P k ^ 2^^ _1 ( • • • ( fc = 1 ， 2, •..，Z — 1. 

由此得出，当0 < f 彡 T ， 0 < M 时有 


A d 


(V) 


+ 


+ "( V ) 


( ^ 2) ll + 


♦ _ _ 


1 


+ || V ||^ Di + Di^i + … + £>i 


2 卜 i 2 l ~ 2 


+ … .+ g + 1) 彡 2Di 彡 (J(e). 


(3.112) 


类似可得 


⑷， ||( V)||G ⑷， ||( V)||<J ⑷， 0 ^ ^ T , 0 < /X ^ / xo ； 


亦即 (3.109) 在当 fc = Z 时成立,从而不等式 （3.110) 当 fc = Z 时也 成立. 因此对于选 
定的 ㈣ ，当0 < / X 彡时对所有的 fc = 1，2,…，不等式 （3.110) 都是正确的.由此 

不等式即得逐次逼近序列 { $ ( t ，/ x )}, { 切 ( t ^)} 当 fc — + oo 时对 a [0, T ] 的一 
致收敛性，这就证明了方程组（3.103)， (3.104) 的解 u ( t ,/ x ), v ( t , fi ) 存在性. 

为了证明解的唯一性，只需注意到 (3.85) 右端对 w 和 u 满足 Lipschitz 条件 
即可. 

根据 （3.112), 所有逐次近似取 ( t ， M ) 都满足不等式 || ⑵ ( t ^) || < 2 D U k - 

1,2，...；且类似地有 || 切 ( t ^) || < 2 A，fc = 1，2,… .； 所以解满足同样 
的不等式，由此及 （3.111) 即知： 对0 < W T ， 0 < /x < 有 

II C/i n+1 , II v ( t f ^ i ) || < c / x n+1 . 

这就是估计式 （3.105), 从而定理 3. 1得证. □ 

5. 引理 3.2 的证明我们将 (3.98) 重新写成 

dW 

^- rr = A { p)W + [ A ( t ) - A ( p )] W , W ( s , s ^)^ E M ; (3.113) 
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其中 p 为区间[0, T ] 中任一确定的值.根据（3.54)， （3.55) 以及 （3.113) 即得 


W ( t y s , n ) =exp (^ A ( p)(t - s )^ 



^ exp (卜 (p)(t - g)) [A(q] - A(p)]W(q, s, fi)dq. 

对于任给的 p € [0, T ]， 方程 （ 3 .11 4 ) 与 (3.113) 等价； 特别令 p = t 即得 

W(t ， s ， /x) = exp 邱 )(f — s)) 


(3.114) 


+ 



t 


8 


-exp (~ A ( t)(t - q ))[ A ( q ) - A ( t )] W ( q , s , fi)dq 

\fjL / 


(3.115) 


对于 


II W ( t , s , fi ) || exp($(t — s )) = uj ( t , s , fi ). 


(3.116) 


将 （3.115) 的两边都乘以 exp 由于（ 3 .价）和 (3.56), 故当 f 彡 0 时有不等 

式 || exp (^)|| < c exp (—2 ot )， 得 
cu ( t , s , / x ) ^ c exp ( - (t — s )) + 5 ex P (- - s )) 

exp (- 兰(卜 s )) II 4 ⑷-刪 "exp ( - 5(9 - s )) 咖 S ， M ) 扣， 


X 



t 


3 


或者 


cu(t, s, /x) ^ c + — f exp T - (t — g)^ || <4 ⑷ — *4 ⑷ || o;(g’ s, fj)dq. (3.117) 

M J S \ M f 


对于固定的 /X ， 令 M = 于是由 （3.117) 得 


c 


M 彡 c + —Ml max J 

"\0 «t 彡 7 1 


)， 


(3.118) 


其中 J = /: ex P ( — % — W ) M ⑷ _ 4 ⑷ II 你令 


眷 吻-黑娜 M ⑷ — 你） 11 . 

由于4⑷的连续性，故当 M — 0时有咖 ）—◦. 则有 || A ⑷⑷ ||彡 

e (/ x )， 从而 


J < e (") 乂 exp ( - ^(卜 g))dg < 1 — exp ( — 5(卜 S ))] < 


e ⑻// 
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如果 t — s > W ， 贝！1 J = A + J 2 , 这里 


Jl 





s 


< c 



s 


exp ( - y - g)) M ⑷-刪 || 扣 

exp (- -(t-qfjdq 


cu r ( a 
— exp (-— 

o L V y/Ji 


y - exp (-^(^ 5 ))]< c / xexp (- 


\/M 


J2 = h ^_exp ^ - g )) || A ( q ) - A { t ) || dq 


t 


乂 exp (- ^(t-q)^dq^ 


£：( 〆)〆 


从得到的不等式推出 


O ^ s ^ t^T 


J < /X - + c exp (- 
L tr \ 



取 / xo 充分小，使得当 0 < /X < / XQ 时有不等式 


c [£^ + cexp (_ 

L a \ 


y 


^2 


成立.于是从 （3.118) 即得 M^c + M /2 从而 M < 2 c ， 因此由 （3.116) 即得 

|| W(t,s,fi) || < cexp (— $( 亡 - s ))， 0 < s < t < T, 0 < /x < /x 0 . 

引理 3.2 证毕. 


§11. 某些注记和推广 

在前节我们得到了初值问题 （3.18), (3.19) 解的渐近展开式 （3.24) 〜 （3.26) .在 
那里我们取 t = 0作为初始点，因此所得到的展开式对 t > 0成立. 

1. 当 选取知 # 0作为初始点的时候，上述结果仍然正确，但应当用 z ( t 0 , fi ) = 
z °, y ( t 0 ^) = y ° 来代替 （3.19). 显然，只要在前面的讨论中对自变量6做简单的平 
移，就可以得到这种情形 f 结果.由构造 （3.24) 〜 （3.26) 的算法看出，这就表示这时 
在 (3.26) 中的 t 应等于而在 (3.32), (3.3 4 )和 （3.37) 中出现的量 t , z k { t ), y k { t ) 

不应当在 t = 0 而必须在 t 处 取值; 最后，初始条件 （ 3.40) ， （ 3.47) 和 （ 3.49) 不应 

当给在 t = 0而是在 t = t 0 . 

2. 我们是在条件 （ 3.22) 之下证明了渐近展开式 （ 3.24) 〜 （ 3.26) 的正确性的.如 
果在 （ 3.22) 中满足的是相反符号的不等式 


Re Ai(t) > 0, 0 彡 t 彡 T, i = 1 ， 2, … ， M; 


(3.119) 
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那么可把得到的结果用明显的办法加以相应的 改变. 条件 （3.119) 称为 左稳定 条件， 
而这时的根 2 称 为左稳定根. 相反，条件 （3.22) 称为 右稳定 条件，而根 

^ = ifM 称为 右稳定 4 艮. 这些术语将在第四章中使用. 

当满足条件 （3.119) 时，应该在 t = T 处给出初始条件，而不是在 t = 0, 并且 
从初始点向左延拓所论的解.这时利用从 t 到 T - t 的简单变换，可将问题化成满 
足定理 3.1 条件的问题.若直接讨论这个问题，则在描述构造 （3.24) 〜 (3.26) 的算法 
时，除了上段指出的那些 变动 ㈨ = T ) 之外,还应当在反常积分（例如在 （3.49)) 中 

用- oo 代替 oo , 因为 T ^ <0. 此外，由于这时边界层是出现在区间的右端点， 

因此今后我们将采用符号不采用 n 来表示在右端的边界函数.至于确定 Q 函 
数的方程是与确定 n 函数的方程完全一样的，只是这时应在 r < 0上进行讨论.在 
这些条件之下，可将 (3.49) 写成 

疒一 OC 

y k ( T ) = / Q k ^ f ( s ) ds , fc = l ，2，.-.. (3.120) 

Jo 

3. 展开式 （3.24) 〜 (3.26) 是在初值不依赖于 / x 的条件下得到的.现在假 
设依赖于/ X ,而且还假设它们关于 M 有级数形式的渐近展开式 

x ° = x °(/ x ) = Xo +/ XX 1 + . •. + fi k Xk + ... . (3.121) 

在研究边值问题时（参看第四章),这种情况起了重要作用.这时定理 3. 1的证明不必 
做任何实质性的改变即可通过;至于渐近构造算法本身的区别仅在于用 

% ⑼= 2/0， (3.122) 

% 

/ +OC 

U k ^ if ( s ) ds 1 fc = 1，2,…， （3.123) 

代替 （3.40)， （3.47) 和 （3.49)， 以及用 

n fc ^(0) = z k - 4(0 )， fc = 0,1，2, ... ， （3.124) 

代替 （3.42)， （3.48) 和 (3.50). 

4. 渐近展开式 (3.24) - (3.261 的佘项在整个区间0 < t < T 上有一致的估计 
式 (3.52). 我们注意到，如果取区间为0 < 匕 彡^ T ， 这里 匕 可任意小，但当 m — 0 
时为固定 的数； 那么我们可以用正则部分 (3.25) 作为解的渐近近似，且已经有同样 
的精确度，亦即当0 < M <网时有 . 

II x ( t , fl ) - ( x 0 ( t )+/ XXl ( t ) + ... + fi n Xn ( t )) ||< C " n+1 ， 

对 h f —致成立.这可以直接从对 n 函数的估计式 (3.58) 得到. 


♦ 54 • 


第三章奇异摄动初值问题解对小参数的渐近展开 


5. 如果方程组 (3.18) 的右端 F 和/还依赖于参数 M : 

F = F(z ， y ， t ， fi)，f = 

而且这种依赖性是正则的，以及矩阵 F4HW)^y(tU,0) 的特征值 \(t) 仍然满足 
条件（3.22)，这里邓)= y{t) 是退化方舞组 

0 = F{z, 歹， M ))， J = /(U ， 亡， 0)， 綱 = 2/ 0 

的解.那么只要对决定展开式 (3.25), (3.26) 系数的方程用明显的办法加以相应的改 
变，定理 3. 1的证明无需做任何的变更即可通过. 

6. 在某些问题的研究中（例如在第四章)，方程组 (3.18) 的解必须看成是初值 
z Q , y Q 的函数.容易看出，如果/属于某个闭区域 P ， 而且对于每个都满足 
定理 3. 1的条件 V ，那么估计式 (3.52) 就具有关于 x Q GP 的一致性，即 c 和肿均 
与 x 0 G P 无关. 



第四章边值问题 


§12. 引论 

在上章我们已仔细地讨论了初值问题（3.18)， (3.19) 渐近解的构造.但对 (3.18) 
还可以提出更为复杂的定解 条件; 例如经常要遇到的有两点边值问题和多点问题、变 
动边界问题以及其他问题. 

一类相当一般形式的定解条件可以写成 

R { x ) = 0, (4.1) 

这里只是 （M + m ) 维向量，它的每个分量都是: r 的泛函. 

根据上章的论述，构造这个问题渐近解的最简单过程可叙述 如下： 把求解问题 
(3.18)， (4.1) 看成是求解初值问题 (3.18), (3.19)，不过这时的初值 x °(/ x ) 应当看成是 
未知的，但可以写成 M 的展开式 

♦ 

x (0,/ x ) = x °(/ x ) = x 0 -f /iXi + … + / x fc x fc + ... ， (4.2) 

其中&暂时为未知的待定参数. 

首先对问题 (3.18), (4.2) 构造级数解 （3,24) 〜（3.26)(参看第三章§11中的第3 
段).其次把它们作为精确解代入 (4.1), 然后将得到的 （4.1) 式左端对 M 展开成幂级 
数 


R(xq + fixi + •••、+ U 0 x + fiUix + •••)= Aq + / xi?x + ••• = (); 


由此比较两端关于 M 的同次幂系数即得 


Rk = 0, fc = 0,1 ， 2,… • 


(43) 




• 56 • 


第四章边值问题 


由于 凡 依赖于展开式 （4.2) 的系数，所以方程 （4.3) 就成为确定 系数以 的方 
程.不难相信，这样构造的展开式 （3.24) — (3.26) 是初值问题 (3.18), (4.2) 解的渐近 
展开式，因而也将是问题 （3.18)， (4.1) 解的渐近展开式. 

这就是把第三章的结果应用到解决条件比初始条件更为复杂问题时的基本思想. 
本章的§13就是根据这个思想构造出方程组 (3.18) 两点边值问题的渐近解，而且同 
时研究了它的存在性和唯一性问题.这一节还讨论了如何把这些设想用来解决多点 
问题、变动边界问题以及其他问题. 

但应当注意的是在这个过程中，我们事先给定了问题 (3.18), (4.1) 渐近解的形 
式，即预先假定这个解在 i = 0的邻域有边界层.当方程 F ( z , y , t ) = 0 有右稳定根 
z = 时，这种想法是很自然的.倘若方程 F ( z 7 y , t ) = 0 有左稳定根,那么对同 
一 个问题（3.18)， （4.1) 自然是找它在区间右端点具有边界层的解.这种情况可以利 
用前面提到的自变量简单替换，因此不必进行专门研究.如果方程 F ( z ， y ， t ) = 0 有 
几个根， 其中既有右稳定根，又有左稳定根，那么在左端有边界层的解与在右端有边 
界层的解可 能同时 存在.确切地说，可能同时存在几个解，其中每个解的边界层就出 
现在两个端点中之一.这种例子在本章的§13中第二段给出. 

但是，利用奇摄动初值问题的结果来研究奇摄动边值问题的可能性却不止这一 
些.无论方程 F ( z ， y ， t ) = 0 有右稳定根还是有左稳定根，都可能存在这样一种边值 
问题，即初始点位于所考虑区间内部的初值问题.解在处的值就像前面那样可 
以表示成 (4.2) 的形式，而 M 本身位于区间内部的什么地方也是事先不知道的.在 
这种初始条件下，同样可以构造 （3.24) 〜 (3.26) 形式的渐近展开式，而且当构造~ 
左端的解时利用方程 F ( z ， y ， t ) = Q 的左稳定根，而在构造 k 右端的解时，利用方程 
的右稳定根.将这些展开式代入 (4.1), 可得决定和系数^的方程.可以期望用这 
种方法对初始数据为（/， i Q ) 、且在邻域有边界层的初值问题所构造的展开式是 
问题 （3.18), (4.1) 某个解的渐近展开式.在本章的§15中证明了两点边值问题存在 
具有刚才所描述的渐近性质的解，亦即存在边界层在邻域的解.由于位于给定 
区间的内部， 所 以这种边界层又称为内部边 界层. 

上面谈到的把求解边值问题变成求解具有 (3.24) 渐近展开式的初值问题的思 
想，很可惜只允许研究相当有限的一类问题（尽管初始点既可以取在区间的端点，也 
可以取在它的内部，而且对问题 (3.18), (4.1) 构造出来的解也具有不同的渐近性质） 

. 实际上，在这个过程中，要求方程 F ( z , y : t ) = 0 存在右稳定或左稳定根，而且只有 
这两种根才能用于形如 (3.24) 渐近展开式的构造. 

但是，正如我们在第一章中所看到的，当方程 F ( z , y , t ) = 0 的根既不是右稳定 
根也不是左稳定根时，亦即其特征方程的根具有不同符号的实部(见 (1.18)), 这时边 
值问题（见（1.14)， (1.19)) 的解也可以有完全确定的极限.显然，为了构造这种问题 
解的渐近展开式，无论上述方法中的哪一个都不适用于这种边值问题的研究，更不 
能依靠第三章的结果，而需要提出某种新方法. 
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在本章的§14中我们将对方程 F ( z ^ t ) = 0 的根是条件稳定时给出两点边值 
问题解的存在性证明和构造渐近解的方法，这里所 谓条件稳定是 指相应的特征值\ 
有不同符号的实部.值得注意的是这时构造的渐近解从形式上看仍然是从第三章发 
展起来的，不过较为复杂而已，因为这时边界层既出现在区间的左端点，也出现在区 
间的右端点，且与第三章相比，边界函数也有所不同. 

在条件稳定根的研究中，引进和构造形如 (3.24) 的双边界层展开式极大地扩展 
了可以构造渐近解的（3.18)， (4.1) 问题类.特别在本章的§15中讨论了在区间[0, 1] 
的某些内点处出现边界层问题的解. 

在上面所讨论的情形中，我们都 假设: 对于每一个自变量的值，解都可以表示成 
M 的 (4.2) 类型的幂级数形式.但却可能存在不满足这种假设的情况.在§16中就 
给出了一些边值问题的简单例子，它们并不满足所述的假设，亦即当 M — 0时，在点 
亡二0处的值 2 趋于无限.是否可以将第三章和本章§13所描述的构造也推广到适用 
于这种情形呢？结 果是： 如果方程 (3.18) 中的函数关于 z 是线性的，那么当 （4.2) 中 
出现 M 的负幂时也可以构造初值问题渐近解的结果，补充和扩大了可以构造渐近解 
的边值问题的范围.这类问题也将在本章§16中进行 i 寸论. 

这就是将在本章研究的边值问题渐近解方法的概述. 

§13. 单边界层的边值问题 

一、 两点边值问题及其渐近解的构造方法 我们在区间 [0 ^ ^ 1] 上考虑方程 
组 

= F{z,y,t), 尝二 /(W， ( 4 . 4 ) 

其中 z 和 F 为 M 维向量，?/和/为 m 维向量 函数; 而给定的边界条件为 

i ^( x (0,/ x ), x ( l ,/ x )) = 0; (4.5) 

这里 i ? 是 （M + m ) 维的向量函数. 

我们将证明，在一定条件下，边值问题 (4.4), (4.5) 有边界层在点 i = 0邻域的 
解，而且我们构造出这个解的渐近展开（边界问题的这种类型在 [14] 中研究过 .） 
为此我们将分成几步进行讨论.首先按照上节指出的方法构造 （3.24) 〜 (3.26) 
类型的级数，它们是辅助初值问题的渐逬展开式.其次证明在此展开式主项邻域 
中，确实存在问题 (4.4), (4.5) 的解，而且这个展开式就是该解的渐近展开式. 

在进行构造的过程中，我们将逐步地对 (4.4) 的右端加上某些条件，像在前面那 
样， 我们按1,11，…，编上号码. ^ 

I . 设方程 F ( z , y ，0 = 0 有根 z = 它在 ( y , t ) 空间的某个区域乃中有定 

义、且是孤立的. 
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如上节所述，我们在 i = 0处给定初始条件 

x(0,/x) = x°(/x) — x 0 4- ㈣ 1 H -+ H - ， 


(4.6) 


其中: Tfc，fc = 0, 1，… ， 为暂时未知的待定参数.我们按照公式 （3.24) 〜 (3.26) 写出初 
值问题 (4.4), (4.6) 的渐近解 


x ( t , /x) = 4- Hx ( t , it ) 


X 0 ( t ) -h ^ LXi ( t ) + . ■. + n 0 ；r ⑺ + /xllix(r) 4- 


(4.7) 


显然，在这个展开式中含有 （46) 的参数 x 0 ( t ) 中只含有参数如，因为匈⑷是 


由方程组(见 （3.31)) 


#0 

dt 


/( 芝 0 ，％， 0，^0 = <P[Vo 九 


(4.8) 


及初始条件(见 (3.122)) 


2/ o (0) = 2/0, 


(4.9) 


所决定.其次， x ^ t ) 不仅依赖于参数扒，还依赖于卯，卻;这是因为(见 (3.33), (3.123)) 


尝 = F z (t)zi + F y {t)y x , ^ = 7, (0^1 + 7〆 版 ; 


(4.10) 


Vi (0) = 2/1 



U 0 f ( r ) dr . 


(4.11) 


o 


不难看出，巧⑷对如和卻的依赖性是通过 (4.10) 右端的系数、以及 （4.11) 右 
端的积分来实现的（见 （3.34), (343) 和 (3.124)), 而对奶 的依赖性（正是这个依赖性 

对后面的讨论有用）是由于 yi 线性地出现在 (4.11) 右端.一般来说，由方程组（见 
(3.36)) 


dz k -i 

dt 

匈 fc 
dt 


F z {t)z k ^F y (t)y k ^F k {t) 
7 Z 你 k + 7y(t)Vk + JW); 


(4-12) 


所决定的 x k { t ) 是通过初始条件（见 (3.123)) 




yk+ n k -if{r)dT 

JO 


(4.13) 


而线性地依赖于 y fc (以及也还依赖于而 ， i < A :). 

为了求出展开式 （4.7) 中所有的项，需要知道参数: Cfc，fc = 0,1，2,…，我们现在 
就来说明如何逐次确定它们.为此将 （4.7) 代人 (4.5), 然后把得到的 （4.5) 也对 M 展 


开.这时应当考虑到 x ( l ,/ x ) 


对1#)，因为项11以(吉）当亡 


1时是指数式衰减的， 


从而可以忽略，这是由于它的量阶是比 / i 的任何幂次都高的无穷小量（参看第三章 
§11第4段）.至于 x (0, m ) 5 则有 40， M ) 二 #( M )， 这是由公式 （4.6) 给出的.因此有 


i?(x°(/x), x(l, /x)) = Rq -f- fJ,Ri + . . • + ^ Rk + ... = 0; 


(4.14) 



由此得出 
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当 fc = 0时有 


R k =0, fc = 0 ， l ， 2，. . . . (4.15) 

Rq = f i?(xo 5 xo(l)) = 0. (4.16) 


在这 M + m 个方程中，可以 将邱的 M + m 个分量看成未知数，因为从(4.8)， （4.9) 
可知 x 0 ( l ) 也是 y 0 的已知函数（我们总假设问题 (4.8), ( 4 .9)对如在其变化区间中 
的任一点都有在区间[0, 1] 上有定义的解）. 

II . 设方程 (4.16) 关于邡有解邳 = < 且函数行列式 


D ( Ih ) 

D { x 0 ) 


def 


A 


X 0 = 


0( 工 0)1 


def 




△ g _0. 


(4.17) 


求出： rg 后，就可以从 (4.8), (4.9) 解出 x 0 ( t )\ 然后从(3.34)， (3.124) 求出 U 0 z ( r ) 
( IIo2 /( r ) = 0). 

III . 设当 0 《亡《 1 时有 ( y 0 ( t ), t )£ D { 见 I ). 

IV . 设矩阵 F z ( t ) = F z ( z 0 { t ) M )^) 的特征值 A ,(0 满足右稳定条件（见§11 
第2段） 

ReAi ( i ) <0，当0彡亡彡 1 ， i = 1，…， M . (4.18) 


V . 设值 zg 属于附加方程组 t = F (!， yS ，0 ) 的奇点的 影响域 （见 

dr 

(2.24)). 

我们现在考虑 (4.15) 中 fc = 1的方程组 

Ri = i^i(xg)xi 4- 只 2 ( 巧 ) 巧 ⑴ = 0 ， (4.19) 

其中坧 表示 R 的分量对 x (0,/ x ) 分量的导数矩阵，只2表示只的分量对 x ( l )M ) 分 
量的导数矩阵■对 i = I ， 2 ,吊( ㈣ ）为 i ^( x 0 , x 0 ( l , xo ))| Xo = x o 的简写，这里 X 0 (1, X 0 ) 
是问题 (4.8), (4.9) 的解在 i = 1的值（通常在退化方程解中，我们并不指明它 
对初值的依赖性，但对现在讨论的问题，这却是很重要的). 

在方程 （4.19) 中，将分量 A 看成未知量；于是不难看出方程组 (4.19) 关于 ; Ei 
是线性的，这是因为关于 Mt ) 的方程组 (4.10) 是线性的，而且初始条件 ( A . ll)Myi 
也是线性的.可以证明，线性方程组 （4.19) 中:^的系数行列式与 Ag 是完全一样的. 
实际上，对应于的矩阵有如下形式 

^( xg ) + ^ 2 ( x ° 0 )^ X - Q) _。， (4.20) 

(JXQ Xq — Xq 
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(记号负(4),馬 (4) 与 (4.19) 相同）而方程组 （4.19) 中以的系数矩阵为 

R 1 (x 0 0 ) + R 2 (.x 0 0 ) dS f^ Xl) . 


(4.21) 


在 (4.20) 中的矩阵 ^ 1 tXq ) 可以从 (4.8) 两边直 接对吻 求导得到的方程组求出 

0X0 e 

这个方程组就是 （4.8) 关于退化解的 变分方程组. 显然这 时而与 zo 无关，因此有 


dx 0 

dz 0 


( t , x 0 ) =0 


(4,22) 


而 dxo ( t , x 0 ) 是由方程组 

oyo 


0 




dy 0 


dy 0 


d ( d % 

dt I dy 0 


1 At)^ y{t)^ 


(4.23) 


dy 0 


dy Q ’ 


及只对未知函数 “ y ” 给出的初始条件（见 （4.9)) 


dy 0 {0,x 0 ) 

dyo 


Em 


(4.24) 


所决定（五 m 为 m x m 单位方阵)， 

在 (4.21) 中的矩阵 彼少， Xl) 可用类似的办法从 (4.10), (4.11) 求出； 这时 

OXi 

彼 1 = 0, 而关于的方程组则由 (4.10) 两边直接对 yi 求导得到， 

ozi dyi 

显然这与 (4.23) 完全一样.至于 彼 1 f’ Xl) 的初始条件则由 (4.11) 两边直接对奶求 

oyi 

导得出，易见这与 (4.24) 一样，因此有 


dxi { l , xi ) dx 0 { l , x 0 ) 


dxi 


dxo 


X 0= X § 


总之，方程组 （4.19) 中: n 的系数行列式实际上就是△〗，于是由条件 II 即知它 
关于 A 是可解的. 

完全类似地可从方程组二0确定以；实际上，是: r fc 和 x fc ( l ) 的如下线 
性表达式 


Rk 三 Ri ( x ^) x k 4-只 2(4) 无 fc ⑴ + nt = 0， • (4.25) 

其中非齐次项 rfc 只依赖于心 ， i < fc . 显然，在方程组 (4.25) x fc 的系数矩阵与 
(4.21) 的不同之处只是用 拖匕， Xk ) 代替 U ， Xl ) 而已.因此像在 fc = 0,1那样, 
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我们有 9 x ^ x k ) 三 0 ，而 9 xk ^ k ) 则由 (412) 的变分方程组，即如 (4.23) 那样的 
方程组所决£此外由 (4.13), 始条件也与 (4. 2 4) —样; 从而由解的唯一性即知 

dxk ( l t x k ) = dx 0 ( l , x 0 ) 

dx k dx 0 xq ^ xO * 

总而言之，我们可以逐步地确定 (4.6) 的所有参数和展开式 （4.7) 中所有项.实 
际上，这个展开式就是问题(4.4)， (4.5) 的解的渐近展开式，它确实是存在的，且在一 
定意义下是唯一的. 

对于 (4,4) 右端及的可微性阶数,我们补充一个如上章条件 I 类 
型的 要求： 

VI . 设 F ( z ， y ， t ) 和 /( 2 ， y ，0 在曲线 io 的某矣管中有直到包括 n +2 阶在内的 
连续偏导数，而 R ( x (0^), x ( l tf x )) 在点 ( xlx 0 ( l , x ° 0 )) 的邻域中也有直到包括 n + 2 
阶在内的连续偏导数. 

这里心 为在前两章中遇到过的同样曲线，它由两个分支 组成： 

Loi = {{ z , y , t)\z = z o (0) + n 0 z ( r ) 5 r ^ 0, y = y ^; t = 0}, 

L02 = {( z , y , t)\z = z 0 { t),y = y 0 { t ), O ^ t ^ l }. 

像在上一章那样,我们用 X n ( t ^) 表示展开式 (4.7) 的部分和，于是有如下 定理: 

定理 4.1 当满足条件 I 〜 VI 时，存在常数 肿>0,5>0和<:>0 使得当 
0 < /X < Mo 时，在曲线 L 0 的管中存在问题 （4.4)， (4.5) 的唯一解 X ( t ^), 且对 
O ^ t ^ l 满足不等式 


\\ X ( t ^)- X n ( t ^) | Kc / x n+1 . (4.26) 

注 1. 如果只考虑解的存在性和唯一性,那么在条件 VI 中只须假设 n = 0. 

2 •由 （4.26) 得出 


\ imY ( t ^)= y 0 ( t ), 当 0 川 1 ; 


lim Z { t ^ fi ) 



当 t = 0， 

当0 < t 彡 1. 


亦即所构造的解在 i = 0的邻域中存在边界层.于是若在条件 (4.18) 中把不等号改成相反，而且 
在构造形式解的整个过程中把边界点 卜0与 t = l 的作用相互对换，那么我们可以得到边界层 
在 f = 1邻域中的完全类似定理. ^ 

3. 当方程组 F ( z , y , t ) = 0 存在几个根,或者坆= 0 ( 见 （4.16)) 存在几个解时，就可能存 
在几个在定理 4.1 中所给出类型的解（参看第二段结束前的例 子）； 这时解的边界层可能有的在左 
端，有的在右端，因此问题（4.4)， (4.5) 解的唯一性， 一 般来说已不再成立. 
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二、定理 4.1 的证明我们从找出这个证明所需要的某些关系式开始.以 o ^， / X ， 
x °) 记方程组 (4.4) 满足初始条件 x (0 1 ^ x °) = x ° 的解，并将 R ( x ° , x(h ^ x 0 )) 看成 

: r Q 和 / x 的函数.把行列式记作 A ( x ° )M ). 于是可以证明有渐近表达式 

A ( x °,/ x ) = Ao ( x °) + 0(/ x ) (4.27) 

成立.其中 A 0 ( x °) 为上面引用过的行列式 ^1( 见 (417))，不过这时是用/代 

替原来的 X 。. $ 

行列式 △ 的元素为 

i ^ i ( x °, x ( l ,/ x , X °))4 - R 2 { x °, x {1,^ X。) 产(以 X ) ， (4.28) 

这里私的意义与 (4.19) 相同.由第三章§11中第4和第6段的说明可知 


x ( l ， "， x 0 ) =至0(1， x 0 ) + 0(/ x ), (4,29) 


其中 x 0 ( hx °) 为退化方程组 （4.8) 满足条件 y 0 (0, x °) = 2 /°的解.至于 
它满足把 (4.4) 两边对#求导所得到的方程组 工 


4( 盖) = 备 +Fy(Z ， 2/“) 為， 
盖(嘉) = 以 2 ^， 。為 


(4.30) 


及初始条件 


9 z (0，/ x ， x 0 ) 

dx ° 


五 Af+m • 


方程组 (4.30) 与原来的 （4.4) 是属于同一类型的方程组，只是前者的右端还含有 
M ( 系数通过而依赖于 M )，因此不能直接将第二章和第三章的结果用于 
(4.30). 但是这个困难可以避免，这只要把 （4.30) 与 (4.4) 联合起来看成一个整体.不 
难相信，这样的联合方程组满足第二章和第三章的所有条件（建议读者把验证这个 
结论作为一个练习）.因此根据第二章和第三章的结果有 


9 x (1, 

dx ° 


dx 

dx ° 


+ 0{^ i ) 


(4-31) 


成立.其中 濃）为 (4.30) 的退化方程组的解，下面我们总是用上面一横、下标 
为0的记号来表示 I . 

我们对 告和告 分别进行讨论 . g 满足方程组 （4.30) .和初始条件 

az ° dy u oz u 

dz(0,^x°) ^ dy{0,^x°) n 

—^ — 二如 ， -~^o — =0 ’ 
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不难看出其退化方程组与初始条件为 


賴，加風+爾 


由此显然有 


dx 


0 , 


o 


dx 


至于它满足与 （4.30) —样的方程组及初始条件 


dy° 


dy° 


dy' 


因此有 


dy 

a ? 


9 彰， 4 = 0, 


0. 


(4.32) 


o = ^(0 ( 1^1 十 dy 


9y°Jo 


dy° 


d ( dy 
dt V dy° 


7 z [t) 


0 


dz 

dy° 


。 + 7 j /(0( 


dy 

dy° 


dy 

dy° 


t 


(4.33) 




把问题 （4.23)，（4.24) 与 问题 (4.3 3)， 以及关系式 （4.22) 与 (4.32) 进行比较，可以 
得出如下 结论: 游 0( Mo ) 与的差别只是变量的记号不同而已，前者的变量 
为吻，而后者记作:？;因此 


dx 0 (t,x°) _ dxo(t,xo) 
dx° dxo 



(4.34) 


由 (4.29), ( 4 .31) 和 （4.34) 可得 (4.28) 的如下渐近表达式 

负卜°，知(1， #)) + 馬卜°，办(1，+ 0( M ), 

即渐近表达式 (4.27) 是正确的. 

现在我们回到定理 4 .1 的证明•由（ 4 .17)及 R ( x °, x 0 ( hx 0 )) 的分量对#分量 
导数的连续性得出，存在 J > 0充分小，使得 A 0 ( x °) 在以: rg 为中心，以 J 为半径的 
球为内不为零，即 

' A 0 ( x °) ^ 0,当 的； (4.35) 

于是由（4.27)，当 m € (0, Moj 充分小时有 

A ( x 0 ,/ x )^0, 当: c 0 GS 5 . (4.36) 
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我们考虑 fi(rr G ， 办 (l，rr Q )). 由于 （4.35), 可以在 E 的值空间中找出这样的区域 ％ 使 
得函数 E = R ( x °, x 0 ( hx 0 )) 在为与5的点之间实现 一一 对应.这时 由于 ㈣ 本身 
的定义（条件 II), 亦即由于 

丑(㈣，至 0 (1，4)) =0， （4.37) 

即知/空间的点4对应于 E 值空间中的点 R =0. 我们还注意到为和 D 都不依 
赖于/ X ，因而可以在 E 的值空间中找出这样一+以= 0为中心且不依赖于/ X 的 
球&，使得 C 冚. 

现在考虑^°^(1,^^ 0 )).由于 (4.29) 我们有 

_R(rr 0 ，:r(l,/i，：E 0 )) = _R(rr 0 , 至 o(l， 工 °)) + 0(/x); (4.38) 

于是从 (4.36) 得出，在 E 值空间中存在区域 o ； ㈤ ，使得函数丑= R { x \ x { l ^ y )) 
在为与 的点之间实现——对应；而且由 （4.38), oj ( fi ) 的点相对 ■于 5中对应点 
的移动不大于 0(/4 亦即当 /X 充分小时有& c o ;(/ i ); 特别, 点 R = Q 必定被包含在 
W / x ) 中.因此在球&中存在而且是唯一的值使得 

E(X o (/x) ， rr(l ， /x ， XV)))=0. 


这就意味着，以 X (0,/ x ) = 为初始条件的方程组 （4.4) 的解满足边界 

条件 （4.5), 亦即 R ( X (0^), X ( hfi )) = 0 , 于是为了证明定理关于解的存在唯一性结 
论，只需再证当0 < W 1时，解仍留在 L 0 的5-管中 即可; 而这直接从 (4.26) 
当 n = 0时得出，如果我们能够证明 X { t ^) 也满足这个不等式的话.为此我们转到 


(4.26) 的证明. 

由于 (4.36) 以及只(工 0 , x (1 ，a rr 0 )) 分量对 rr 0 分量存在连续偏导，因此 E = R ( x ° 7 


x ( l , fi , x 0 )) 的反函数 rr Q = rr Q ( E , M ) 在 u ( fi ) 上有定义且对 E 的分量连续 可微; 又因 

Q D 

为当 时有& < c (见 （4.28)，（4.29)，（4.31))， 故由 （4.27) 即知当 Eeo ; ⑻ 

时有 


dx 0 ( R ， fi ) ^ c 

~ dR ~ 


(4.39) 


其中 d = | a 0 ( x °)|. 考虑方程组 (4.4) 满足初始条件 


x (0,/ i , x °) = x % 


(4.40) 


的解.由于 （4.38) 和 (4.37), 对于这个解有 


R(x^x(l,fi,x^)) = 只 (4 ，至 0 (1 ，巧 ) ） +0(") = 0(/x). 


同时有 R ( X 0 ( f i ), x ( l ^, X 0 ( f i ))) = O i 由此及 (4.39) 即得 


I ^°(^) - II 彡印. 


(4.41) 
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我们现在证明 (4.26). 首先考虑 n 二0的情形.把满足条件 X (0^)= 的 

边值问题的解 X { t ^) 与满足初始条件 (4.40) 的解 x ( t ^, x ° 0 ) 进行比较，由于方程组 

(4.30) 的解 一 致有界，即 9：€{ ^ 0) 故由 （4.41) 有 

|| || c / x , 0彡 *彡1， 0 < fi 彡 fi 0 . (4.42) 

另一方面，对初值问题（4.4)， （4.40) 的解来说, X 0 ( t , fi ) 是它的零次近似，因此由第三 
章的结果即得 

|| - X 0 ( t , fx ) ||^ cfi , 0彡 t 彡 1， 0 < /x ^ / x 0 . (4.43) 

于是由 （4.42) 和 (4.43) 推得当 n 二0时的 (4.26). 

为了得到对任意 n 的 （4.26) 式,可进行 如下： 代替 (4.40) 取初始条件为 

rr (0, "， ( x °) n ) ^ ( x°) n d = 巧 + 〆 + …+ fi n x ^ 

其中 < 是由上面的算法而确定的值.用点 ( x°) n 代替吨并同样地进行所有的推理， 
可以确信满足不等式（与 (4.41) 比较） 

|| xV-(^°)n (4.44) 

这完全是由于表达式 

R (( x °) n , x ( l ,^ ( x °) n )) =瓜 + 以也 + …++ 0(//^) = 0(/ x n+1 ) 

的 结果； 同时还有 

|| x(i,/i ) (x°) n )-X n (t,/x) ||^ c/x n+1 0 < /x ^ /x 0 . 

由此及 （4.44) 即得对任意 n 的 （4.26) 式.定理 4.1 证毕. 

作为本段的结束，我们考虑一个说明解的唯一性不成立的例子.考虑边值问题 

( ~ y - l )( z - y)( z - y + 每二 % , 

< 也 也 (4.45) 

h ⑼= 0 ， y(l) = 0. 

在此方程组中， F { z , y , t ) — 0有三个•根：仍 = y + 1，仰= y ， 仰 = y — 1. 不难验证， 
仍和仍都满足定理 4. 1的条件，因此问题 （4.45) 有两个解. 

我们在此只就仍进行验证.为此取区域 D 为: | y |<3,0^^1. 显然在此区 
域中，三个根灼，灼，灼都是孤立的（条件 I ) . 为了牆证条件 II ，我们求出问题 (4.8), 
(4.9) 的解 办⑷ ，即 


歹 0 ⑴ = (2/0 + l)e* — 1 ， z 0 (t) = (y 0 4 - l)e f . 
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这时方程组 (4.16) 成为2： 0 = 0和 ( y 0 + l)e - 1 = 0. 由此即得 2 ：o = 0, y 0 = e -1 - 1, 
亦即方程组 （4.16) 关于 z 0 ， y 0 是可解的，且有 A 。 = e # 0. 因此最后可得 y 0 ( t ) = 
-l + e 4-1 , J 0 (<) = e ^ 1 . 显然 ，当 时有 ( y 0 ( t ), t ) e D ( 条件 III ). 我们验证 

条件 IV . 由于对任意的 y % — = - 2,因此这对 y = y 0 ( t ) 也成立，即满足 

OZ z=c^i=y+l 

右稳定条件.最后，条件 v 也满 足; 实际上附加方程组（ 2 . 24 )为 

^ = -(z - + 1)(?- e— 1 + 2). 
dr 

于是由第二章§7第五段的结果，不难相信，由初始条件？ (0) = % = 0 (0 位于 e - 1 - 1 
与 e- 1 之间）所确定的解 z(t\ 当 r — +oo 时趋于 e - 1 ， 即趋于 ^i(yo,0). 

练习 验证 灼也满 足定理 4.1 的条件，其答案为歹 0 ⑴ sl - e 4 - 1 . 

这样一来，问题 (4.45) 至少有两个解，其 y 分量分别趋于 y 0 ( t ) = - 1 ( 对 

应于扣的解）和 y 0 ( t ) = 1 - e ^ 1 ( 对应于如的解). 

三、 其他类型的定解条件上述方法也可用于比 (4.5) 更复杂的定解条件问题 
(见 [19]). 本段将用例子来说明三个问题;当然，这并不是说所述方法只限于这类问 
题.对于这三个问题中的每一个，我们都没有进行详细的推导，而只是简单地描述构 
造渐近解的算法.但是如果需要的话，可以应用第二段的方法进行论证.我们建议将 
此作为读者的练习. 


1 . 多点边值问题假设定解条件为 


R{x{0,fi), rr(ti ， /X )， .. • ， x(t p ， /i),x(l,/x)) = 0, 

其中 t u ... ， t p 为在区间（0, 1) 中给定的数.按照第一段所说的方法，可以把求解这 
个问题变成求初值问题 (4.4), (4.6) 的解; 展开式 （4.7) 及其各项应满足的方程和条 
件 （4.8) 〜 (4.13) 均不必改变，需要变动的只是决定 （4.6) 中参数&的方程.代替 
(4.16) 有 

Ro *=^ 丑(工0,至 o ( 亡1)， ... ，至 o ( b )， 至 0(1)) = 0. (4.46) 

争 

因为由（4.8)， （4.9) 可知，••- ^ 0 ( tp ), M l ) 都是吻的函数，因此像在第一段那 
样，在 （4.46) 中可以看成是未知量的也只有 ㈣ 如果 (4.46) 关于吻可解，且对应的 
行列式不为零，那么随后的近似方程凡= 0, fc = 1，2,…，也将关于叫可解，从而 
(4.6) 的所有参数都可以确定，这就意味着构造出 (4.7). 

2. 辅助参数问题假设定解条件的个数超过了 （M + m )， 但方程组含有未知参 
数 A ， 那么在决定 A 的值时,可以要求方程组满足补充条件.考虑方程组 

々 F(z ， y ， t ， X) ， 售 = f(z ， y ， t ， 入 
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其中 \ y 和 A (参数）分别为 M，m 和 p 维向量，而定解条件为 


雄(0，")，工(1，//))=0， 

这 里只为 M + m+ p 维向量（为了确定起见，这里只考虑两点边值问题）. 

对于这类问题的研究也可以归结为第一段所述的格式，唯一的改变是 A 也对 /x 
展开成 级数： A 二 A。 + pAi + … + fi k X k + … . 于是代替 (4.16), 现在有 

Rq = f A 0 )) = 0; 


在这个方程组中可将分量 x 0 ,A 0 看成待定的未知量，其个数正好与方程的数目 (M + 
m +妁一致.在随后的近似中，我们得到关于 Afc 的方程瓜= 0. 

对于这类含有参数 A 的问题也可以归结为条件极值的变分问题.但是在变分问 
题中自然会出现在本章§12中提到的条件稳定情形，这将在§14进行详细研究，因 
此专门在§14的第十一段将讨论有关变分的问题. 

3. 变%边界问题参数 A 不仅出现在方程中，也可能出现在边界条件中.二阶 
方程式 冷= F (^， y ， t ) 或者二阶方程组的变动边值问题 


S ，， ㈣ ， I 


之; 


2:(0, /i) = a， y ( X , /x) = a(A), z ( X , fi ) = 6(A); 


(4.47) 


就是这类问题的一个例子.其中 a 为给定常数， a(A),6(A) 为给定函数.特别当 6(A) = 
- ^时，所论问题有简单的几何意义，即要求找出一条曲线 y ( t ^), 使得它与某给 

a 


定曲线2/ = 相交成直角. 

令 A = +…，以及解在 f = 0时的展开式仍为 （4.6) .将 (4.7) 代人 

(4.47) 可得 


zq + fizi H -- a, 


(448) 


豆 o(Ao) + M[ Ai ^ j ( Ao ) +^ i ( Ao )] + M 2 -^yo(^o) + A 2 ^ o ( Ao ) 4 - Aiy / 1 (A 0 ) + 豆2(入0)] 


+ 


• ♦舞 


= a ( Ao ) + / xAia ^ Ao ) ~ir fi 2 -^^( Ao ) + ( Ao)j + …， (4.49) 

以及在 (4.49) 左端以 z 代替 y , 而在其右端以 6 代替 a 得到的关系式，于是零次近 
似为 

之0 = a ， ？/ o ( Ao ) = a ( A 。)， ^ o (^ o ) = 办 ( Ao ); (4.50) 


其中 ^o,yo,Ao 为待定未 知量; 但由第一个方程即得％ = a (以及同样由 (4.48) 立即 
得到高阶近似斗= 0). (4.50) 中关于 ％(Aa) 和 ^o(Ao) 的方程也依赖于初值如；我 
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们假设这些方程对2/0, A 0 是可解的（这时还应满足 A Q > 0), 且对应的函数行列式不 
为零；则像前面所研究的情形那样,这个条件也保证了构造所有高阶近似的可能性. 

当 （4.4) 为定常方程组时，求其周期解问题也是一个在边界条件中今有参数 A 
的问题（见 [16]). 


§14. 条件稳定的情况（有双边界层的边僮问题) 


一、 边值问题类的扩充在上节我们研究了一类边值问题，其渐近解可由求解 
初值问题时得到的展幵式 （3.24) 〜 （3.26) 来进行构造.这时要求特征方程 （3.21) 的 
特征根 X #)满足稳定性条件 （3.22). 对初值问题来说，这个条件是自然的，而且在下 
述意义下是实质性的，即若这个条件不满足，则初值问题的解当 /X — 0 时，或者其极 
限一般不存在（例如当存在 ReA ,( i ) > 0的根时,可参看第一章方程 (1.10) 当 a > 0 
的情形)，或者关于极限过程的定理仍然成立，但渐近展开式却是另外的样子（当渐 
近稳定条件仍然成立,但不能用一次近似来表示时，就是这种情况，例如参看 [20]). 

当考虑边值问题时，例如在本章 §12 中所注意到的那样，条件 （3.22) 已 经不是 
实质性条件，而只是在上节中发展起来的方法本身的需要而已.我们再来回忆一下 
例子 （1.14)， 其特征方程有根 々 < 0, A 2 > 0, 即条件 (3.22) 不满足.这时初值问题 
的解当 /X — 0 时，其极限一般并不存在.但是边值问题 (1.14), (1.19) 却收敛于退化 
解，因此这类问题已经不能再用上节的方法进行研究了. 

这个例子说明，当研究边值问题时，稳定性条件 (3.22) 应当用更一般的条件来 
代替，即要求特征方程的根的实部不为零,其中某些小于零,而其余大于零. 

虽然为了研究这种情形不能利用上章的结果，但正像下面将看到的那样，这时可 
以适当修改在上章提出的构造渐近展开的格式，并加以扩充，然后按照上章的办法， 
但使用一些更复杂的 工具； 可以证明（在所构造的形式展开的主项邻域中)，上述边 
值问题的解存在,并且可以证明这种展开的渐近特性. 

二、 分块矩阵及其运算在这一节我们将遇到分块的 M x M 阶方阵為对于这 
样的方阵，我们采用如下的记法 


M\ M2 

乂 21 乂 22 


(4.51) 


其中 乂 11 ， 乂 12,421 ，乂 22 是阶数分别为 fcxfc ， fcx ( M - fc )，( M - fc ) xfc , (M —fc)X(M —fc) 
阶的分块矩阵.而矩阵乂的元素将用 = 来表示. 

对于向量函数（，将类似地写成如下的两个分块形式 
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其中 Cl 有个分量，而 C2 有 （M - fc) 个 分量; 此外, c 的第 i 个分量用 C 来表示 • 
若在 （4.51) 中的乂12 = 0, 乂21 = 0,则称乂为对角分块矩阵，即矩阵 


A = 


A n 0 
0 A22 


( 453 ) 


为了今后对分块矩阵进行的运算，我们在此简要地介绍下列运算规则（例如参 
看[圳中第 2 章第 5 节)： 

1. 分块阵的乘积如果 


A — 

An A12 

B = 

Bn B12 


A21 A22 

， " 

B21 B22 


则有 


AB — 


AnBn + 乂 12召21 乂 11 召 12 + 乂 12召22 
乂 21 召 11 + 乂 22召21 乂 21 召 12 + 乂 22召22 


二阶分块阵的乘积与，巧 ; 不是分块阵而是矩阵元素时的乘积规则完全一样.特 
别，若乘积因子中有一个为 （4.53) 形式的对角分块阵时，那么当对一个分块阵左乘 
一个 (4.53) 的对角分块阵就等于把该分块阵按行分块左乘，而对一个分块阵右乘一 
个 (4.53) 的对角分块阵，就是按列分块右乘，即 


"^11 0 " 


Bn Bi 2 ] 


乂 11^11 乂 11^12 

0 A22 


B21 B22 

■ — 


-^22^21 A22B22 

B u B 12 ] 


o " 


B\2^22 

B21 B22 


0 A22 


B21AII B22 A22 


2 . 分块阵与列向量的乘积 




乂 11 乂 12 


r n 

Ci 


• m 

^llCl + 乂 12^2 

乂 21 乂 22 

•a ■ 


C2 

_ _ 


乂 2i Cl + 乂 22C2 
_ _ 


(4.54) 


3. 逆阵 （Frobenius 公式 ）若 A 为 (4.51) 形式的矩阵，且 det A^O, detail ^ 0, 


则有 


乂一 1 


-^ll 1 A\2H~ 1 A2\A^ ^12H 

- h ~ 1 a 21 a ^ 1 H- 1 


(4.55) 


其中 H = A 22 - A 21 A^A 12 非异. ^ 

4 .若 A 为拟三角矩阵（即乂 12 = 0 或者乂 2i = 0)， 则有 


det A = det An det A22 


( 456 ) 
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三 、条件稳定 ，不 变流形和 s - ①我们考虑定常方程组 

g = F(al (4.57) 

这里 （ 为欧氏空间 R m 中的 M 维向量. 

我们称具有如下性质的流形 J ( R m 中的 子集） 为方程组 （4.57) 的不 变流形 ，若 
方程组 （4.57) 从 J 上出发的轨线 C ( r ) 对一切 ri (- oo , oo ) 都整个地位于 J 上.换 
句话说，这个流形是由 （4.57) 的轨线组成（例如，参看 [62]). 

设 （ 0为方程组 (4.57) 的奇点，即 F ⑼= 0,则 (4.57) 关于 C = 0的特征方程 
为 

⑼—= 0. 

假设这个特征方程的根\满足如下 条件： 

Re Ai < 0, i = 1，…， fc , k < M ; Re , Aj > 0, i = fc + 1，…， M . (4.58) 

我们考虑 (4.57) 的一 次近似（或线性近似） 方程组 

盏 = _ c . 

令巧⑼=隼则有 

f = 乂。 （4 . 59) 

由于方阵4有正实部的特征值，因此方程组 （4.59) 的奇点 C = 0 在 Liapunov 意 
义下是不稳 定的; 但是下面我们将看到，在 R M 中存在一个 fc 维 （ fc 为负实部根的个 
数）的线性子空间 R fc ， 它是 （4.59) 的不变流形方程组，而且若只在 R fc 上考虑 (4.59) 
的话，则其奇点 （ = 0当 r — oo 时在 Liapunov 意义下是渐近稳定的 . R fc 自然就称 
为 穗定子空间. 

如果 （4.58) 成立，我们就说 （4.59) 的奇点 C = 0 是 条件穗定的. 上面的讨论说 
明这个名称的意义，即如果不是在整个空间上，而只是在它的某个子空间 R fc 
上考虑方程组 （4.59) 时，则其奇点是渐近稳定的. 

我们不仅可以确信这个稳定子空间 R fc 的存在性，而且可以找出 （4.59) 的解在 
这方面个子空间中应取的 形式; 为此在 (4.59) 中作变量替换 

C =坳， (4.60) 


这里的方阵 B 把方阵4变成对角分块形式 


B^AB 


C + 0 

0 c~ 


def 


C ； 


(D 在写作本段时，我们使用了承蒙 B . A . Tyn^neB 允诺我们使用的材料 • 
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_并且 C + 有特征值心，…， Afc ， 而 C - 有特征值 A fc+1 ，. •. ， A m . 这样的方阵 B 显然 
是存在的，例如把4变成 Jordan 标准形的矩阵.这时 (4.59) 成为 

尝=〜， (4-61) 

^ = C - m . (4.62) 

ar 

由于矩阵 c 的性质，方程组 (4.61) 的奇点仍= 0当 r -> oo 时是渐近稳定的，而方 
程组 （462) 的奇点仍= 0当 r — - oo 时也是渐近稳定的. 

考虑方程组（4.61)， (4.62) 满足初始条件仍⑼= 0 (切⑼任意）的轨线集合，于 
是在此集合上有 m ( r ) ^ 0. 在变量 C 之下，这个轨线集合就是我们所要找的 R fc .在 
(4.60) 中令％ = 0,并利用 （4.54) 的记号即得 


Ci = C2 = (4.63) 

假设 

det Bn ^ 0; (4.64) 

因此在 (4.63) 中消去％之后，可得在变量 （ 之下 R fc 的方程 

C 2 = ^2 i ^ i _ i 1 Ci ； (4.65) 

将此代人（4.59)，即得&应满足的微分方程 

^ = (^4 ii + A 12 B 2 iB^)( ： i d ^ A( ： i. (4.66) 

ar 

可以证明，矩阵2与 C + 之间有如下关系 

A = BnC + B ^. (4.67) 


为此，我们采用另外的方法推出 (4.66); 由等式 C = B lirjl 及 (4.61) 可得 

警= BnC + m - ^ nC +^ Ci ； (4.68) 

比较（ 4 . 66 )与（ 4 . 68 )式，即得 (4.67). (4.67) 也可以直接从等式 AB =： (即 
B-^AB = C) 得到，这只要在此等式两边令其左上方块相等即可.由 (4.67) 即知 ，I 
具有与 C + 同样的特征值，即〜，…， Afc . 我们用引理的形式总结所得的 结果： 


引理 4.1 在条件 (4.58), (4.64) 之下，方程组 (4.59) 存在不变流形 (4.65). 在此 
不变流形上，方程组 （4.59) 取 （4.66) 的形式，而且1的特征值为 Ai , - - , A fc . 

注 1. 在条件 det S 22 / 0 之下，可以得到关于 A fc+1; …， Am 的不变流形的类似引理. 

2. 在二维的情况下 （Ai < 0, A 2 > 0)，这两个流形就是鞍点 (0,0) 的分界线. 
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我们现在回到非线性方程组 (4.57). 在条件 (4.58) 之下，可以类似地证明，方程 
组 (4.57) 也存在具有同样性质的 fc 维不变流形和 （M - fc ) .维不变流形;它 
们都是由 (4.57) 的整条轨线 组成;且在豺 上的轨线当 r — oo 时都趋于坐标 原点; 
而对上的轨线来说，当 r — - oo 时也都趋于坐标原点. 

我们还发现,在所考虑的情况下， S + 起了一个类似于渐近稳定奇点影响域（见 
§7中第二段）的作用（当 r — oo ). 与影响域的结构一样，在此我们并不研究的 
全局结构，而只需要在 C = 0的某个充分小邻域中 S + 的存在性，这一点早已，例如 
在 [37] 中，得到证明.（这使我们想起，对于渐近稳定奇点来说，这种局部意义下影响 
域的存在性，可以直接由渐近稳定的定义推出）.关于也可以进行同样的讨论. 

从几何上来说，在线性系统的情况下， S + 和都是超平面；而对于非线性系 
统，一般来说它们是 R M 中经过坐标原点的某些超曲面. 

我们现在对 S + 和的分析表达式作出某些假设.如果定常系统 （4.57) 有 
( M -1) 个首次积分 


桃 1 ， … X M ) = c u i = … ,M-1; (4.69) 

且其中的 q 为独立参数，则 (4.69) 一 般来说就完全确定了充满整个空间 R M 的 
相轨线集合.如果在 Ci 之间加上了一些联系，例如令 Ci = Ci ( Wi ， …这里 
Wl ，…为独立参数，那么就得到某个由相轨线组成的 fc 维流形 


也 (c 1 ， … ， C M ) = Ci(wi ， … ， Wfc-i)，i 二 1 ，... — 1 . 

从这些方程消去&，•..，则可得到 （M - fc ) 个方程 

'( C 1 ，...， C M ) = o ， j = + …， M . 

假设这些方程对 C fc +1 ，…， C M 可解，亦即 

C = ^(C\-^C k ), i = fc+l ， ... ， M ， 


或者利用 (4.52) 的分块记法有 


C2 = ^2 (Cl)* 


(4.70) 


从 (4.70) 本身的推导即知，当相点沿轨线运动时，它是 


P 竽，或者 

oQi ar 


个恒等式，因此有学 

ar 


巧 (C(T))=〃(Ci ⑺ ) 巧 (C(r ))， 


(4.71) 


其中 F u F 2 分别为 F 的 fc 维和 ( M - k ) 维分块列向量（见 (4.52)), M H {(： i ) =告, 
由于曲面 (4.70) 是由整条轨线组成的,所以 (4.71) 满足关于 G 的恒等式 


F 2 (C(Ci)) = i?(Cim(C(Ci)), 


( 4 . 72 ) 
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这里 C(Ci) 表示在 C 中的 C2 由 ^2 (C0 代替.将 (4.70) 代人 (4.57) 的右端即得 

|=骑 ⑹)’ | 


(4.73) 


d^2 

dr 


^(CCCi)). 


(4.74) 


我们用方程组 （4.73) 来确定 CiW ， 而 C 2 (t) 就利用这个 Ci ( r ) 代人 (4.70) 之后求出. 
因此 (4.74) 就变成了一个恒等式.实际上，由 （4.71) 有 

令= 邮⑺)鲁= mi(r))F 1 (((( 1 )) = F 2 (C( Ci )), 

即 (4.74) 成立. 

现在我们提出对的基本 假设： 

1.设 S+ 在变量 G 的某个区域 G+ 上可写成 


C 2 =中 2( Ci ). (4.75) 

如果在流形 S + 上考虑 (4.57), 则像上面指出那样，它的前 fc 个方程就取 （4.73) 
的形式，而后 （M - fc ) 个方程变成了恒等式.显然方程组 （4.59) 是 (4.57) 的线性近 
似方程组，关系式 （4.65) 是 (4.75) 的线性近似，方程组 （4.66) 是 (4.73) 的线性近似. 
由此得出 （4.73) 的解 G = 0 也是渐近稳定的,从而如引理 3.1 对 n 0 z ( r ) 的估计(见 
上章 §10 第 3 段)那样，若 Ci (0) GG + 则对 Ci ( r ) 来说, (3.58) 型的指数式估计也是 
正确的.从而只要 （2(0) =中 2( Ci (0))， 由 （4.75) 即得对 （2( T ) 的同样估计. 

现在对给出类似于上面对 S + 所作的 假设： 

2.设在变量的某个区域 G- 上可写成 


Ci =伞 1((2). (4.76) 

由此推出关于 C 2 的类似于 （4.73) 的方程，以及若 C 2 (0) gG -, CJ 0) = ^ i ( C 2 (0)), 
则可得到对 （ 2 ( r ) 和 Ci ( r ) 当 r — -00 时的指数式减小的估计.我们把这些结果写 
成如下 引理： 

# 0 

引理 4.2 若方程组 （4.57) 的初始点 C (0) 6 S +, 则对 r^O 有不等式 


|| (⑺ ||彡 cexp(-Kr) (4.77) 

成立.若初始点 C(0) G 5-则对 r 彡0满足不等式 


I C( r ) ||^ c exp(«r). 
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正像对线性方程组 (4.59) 那样，我们称方程组 (4.57) 的点 （ = 0 为条件稳定 
奇点. 


现在考虑 （ 4.73) ， (4.74) 以及 (4.75) 的变分方程组 


dAi 

dr 

= i^llAi + ^12^2, 

9 

(4.78) 

dA 2 

dr 

= i^l^l + ^22^2, 

(4-79) 


△2 = HA \] 

(4.80) 


其中 匕山 表示未知向量函数 △ 的分块，而 ' 为&对应的分块矩阵，尺』的变 
量是 C ( Cl ( T ))， 这里当 丁 — O 0 时有 Ci ( t ) 0. 

可以证明， (4.79) 可由 （4.78) 和 (4.80) 推出 （这与 （4.74) 是 （4.73) 和 （4.70) 的 

结果完全一 样）； 为此，将 （4.80) 的两边对 t 求导，并利用 （4.78) 和 (4.73) 即得 


dA 2 

dr 



dH 

dTi 


Fx 


Ai , 


△i 


(481) 


其中是以 ^ r Fi 为元素的矩阵 _ 把恒等式 （ 4.72) 两端对分量 a 

\^Ci / t=i 

由此可见 （ 4.81) 的右端为 

F 21 A 1 + F 22 HA u 亦即与 (4.79) 的右端完全 一致； 因此 （ 4.79) 实际上就是 （ 4.78) 和 
(4.80) 的结果. 


求导，可得 F 21 + F 22 H = H(F n + F 12 H) + 


如果“⑺是方程组 


FnAi + F 12 HA 1 F Al Ai (4.82) 

ar 

的解，而 A 2 ( t ) 通过 （4.80) 由 A ^ r ) 确定，那么由上面所说， A 1 (t) j A 2 (t) 将是方程 
组 （4.78)， (4.79) 的解，而且这个解满足初始条件 

A!(0) = A?, A 2 (0) = ^(Ci(0))A?, (4.83) 

其中是任意的.因此我们的到了方程组 （4.78)， （4.79) 满足条件 （4.83) 的解. 

由于 （4.82) 是 （4.73) 的变分方程组，因此当 t — oo 时 F Al 的极限与方程组 
(4.66) 中的矩阵 i 是一样的.实际上, （4.66) 是 (4.73) 在点 匕 = 0 的邻域中的线性近 
似，即 ^(^ 1 ( 00 ))) = F Al ((： m -^ 因此，根据上章 §10 第 3 段的结果 （( 3 . 74 ) 的 
齐次方程组就是 (3.43) 的变分方 程组； 而这个齐次方程组的解有 （3.58) 型的估计)， 
对有 (4.77) 型的估计，于是由于 （4.80)， 对 A 2 ( r ) 也有同样的估计.把这些结 

果写成如下 引理： 
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引理 4.3 初值问题 （4.78), (4.79), (4.83) 的解满足估计式 

|| A ( r ) ||^ c exp (-/ tr ), 对 t 彡 0. 

在方程组 (4.78), (4.79) 中，分块阵巧依赖于 Ci ( r ), 而当 t — oo 时有 — 0. 
因此令 t — oo 求极限即知矩阵 F c ( C ( Ci ( r ))) 变成矩阵>1，它满足条件 (4.58). 如所 
周知（例如，参看[50])， (4.78), (4,79) 的基本解组是由 fc 个当 t — oo 时指数式趋于 
零的向量和 （M - fc ) 个当 t — oo 时指数式增长的向量组成.而方程组 （4.82) 的基 
本解组是由 fc 个指数式减小的向量组成.因此 (4.82) 的基本解组与 (4.80) 一 起就给 
出了（4.78)， (.4.79) 的基本解组向量，当 t — oo 时它们是指数式衰减的. 

我们现在证明,若初值不满足(4.83)，则（4.78)， （4.79) 具有这个初值的解当 t — 
oo 时就不可能趋于零.倘若它趋于零，则它必为上述 fc 个趋于零的解的线性组合， 
即为（4.82)， (4.80) 的解，从而其初值必满足 （4.83). 将这些事实写成如下 引理： 

引理 4.4 如果方程组 （4.78)， (4.79) 的解的初值不满足条件 （4.83)， 则当 t — oo 
时， （4.78)， (4.79) 的这个解就不可能趋于零. 

结果 方程组 (4.78), (4.79) 不存在满足条件 AJO ) = 0 且当 t — oo 时趋于零 
的非平凡解. 

实际上，倘若这种解存在，则必定有 AdO ) # 0,否则这个解将为平凡解.但若 
△2(0) / 0,则这个解就不能满足初始条件（4.83)，因此根据引理 4. 4,当 r 4 oo 时解 
就不可能趋于零. 

下面我们研究（4.78)， (4.79) 型的非齐次方程组 

^= F c ( C ( Ci ( r)))A + ^( r ), (4.84) 

其中对 t > 0有 || ip { r ) |K c exp (-/ tr ). 

引理 4.5 方程组 (4.84) 存在满足初始条件仏⑼ = △? 且当 t — oo 时趋于零 
的唯一解 A ( t ), 对这个解还满足不等式 

4 

♦ 

|| A ( r ) || 《 c exp (—/ tr ), 当 t > 0. (4.85) 

我们首先构造 (4.84) 的一个当 r^oo 时趋于的特解.为此，在 （4.84) 中作变量 

替换 * - 

Ai = Si , A 2 = HSi + J 2 ； (4.86) 

将 (4.86) 代入 (4.84) 即得. 

尝= F^Si + ^ 12^2 + = F /^ 2 S 2 + th ( r ) - Hipx { r ), (4.87) 

这里由 (4.82) 所定义，而匕 2 坚巧 2 - HF 12 . 
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在上面对方程组 (4.82) 的讨论中，我们看到当 t — oo 时 F Al 的极限值为 
F Al ( m ) = A = BnC + B ^ 1 ； 这说明当 T — oo 时仏 2 的极限值是 


^ a 2 ( C (0)) = A = 

由矩阵 C _ 的性质即知，这个极限矩阵的特征谭有正实部.在条件 （4.64) 之下，容 
易从 (4.55) 推出的存在性，这只要在 (4.55) 中取>1 = 即见好= 


练习证明等式 Fa 2 ( C (0))= 支的正确性. 


我们用 $( t ) 和 ^( r ) 分别表示齐次方程组^ 

dr 


TH 


dr 




解矩阵.由于矩阵2的特征值实 f 都是负的，因此对少⑺来说，不等式 （3.78) 是正 
确的; 而对⑥⑺来说,由于矩阵1的特征值都有正实部，因而满足类似的不等式 

II 屯 ⑺屯一丄⑷ ||< c exp (-/ t(s - r )), 当0彡 t 彡 s . (4.88) 


由于当 T — oo 时有 6 2 { t ) — 0,且屯 (T) 为基本解矩阵，因此从 （4.87) 第二组方 
程得到 r 

h(r) = j ^(r)^ _1 (s)[^2(s) - Htpi{s)]ds\ 

J OO 

因此由不等式 (4.88) 及对 机丁) 的估计得出对 & (t) 的 (4.85) 型的指数式估计.知 
道 S 2 ( t ) 之后，利用基本解矩阵 $( r ), 我们可以写出 （4.87) 第一组方程满足条件 
& (0)=0 的解 

占1 ⑺二 / $(7~)$ _1 (5)[巧2占2⑷ +咖(5)]心. 

Jo 

于是由不等式 （3.78) 及 J 2 ( t ) 和 Mr ) 的指数式估计，即得 心 ㈦ 的 (4.85) 型估计. 
此外，从 (4.86) 直接推出对方程组 (4.84) 所构造的特解的 (4.85) 型估计. 

为了得到引理 4.5 所说的解，必须对所构造的特解再加上齐次方程组 (4.78), 
(4.79) 满足条件 

Ai(0) = A?, A 2 (0) = //(Ci(0))A? 

的解.根据引理4.3,这个解也满足 （4.85) 型的不等式.亦即它们的和也满足（4.85)， 
这就是所需要的证明. 

解的唯一性直接从引理 4.4 的结果得出. 

对于也有类似于引理 4.3 〜引理 4.5 的结论. 

最后我们注意到,在这里所采用的办法是为了使得描述 S + 和的解析形式 
尽量简单而不得不加上某些不必要的限制（见假设1，2)，可以给出 S +， 和本段讨 
论的其他对象以具有几何特性的更一般描述. 
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四、边值问题的提法我们仍然考虑方程组 (3.18) 


dz 、 

=F(z y y,t), 


dy 

dt 


/( 之， y ，0， 


(4.89) 


其中为 M 维、而 2/,/ 为 m 维向量函数.为了确定这组方程的解，我们给定边 
界条件 


之 1(0，//)=之?， ^ 2 (1, m ) = A 

2/(0，"）= 2/ 0 ; 


(4.90) 

(4.91) 


其中下标是表示分块的号码（见 (4.52)). 由此即见，在区间[0, 1] 的左端点给定了之 
的 A ; 个分量，而在右端点给出了其余的 （M - A ;) 个分量.条件 (4.90) 还可以写成如 
下的形式 


az( 0 , fj) = az 


o 


bz(l, fi) = bz°; 


(4.92) 

(4.93) 


其中 


E k 


M-k 


在 (4.89) 中令 M = 0 之后即得退化方程组 




Q = F(z^t), i 


(4.94) 


并对其给定初始条件 


y(o) = y°- 


(4.95) 


我们保留上章 §9 第 1 段中的条件 I ， II ， III ， 而且仍用 I ， II，III 表示； 至于定理 
3.1 中的条件 IV，V 将做实质性的修改. 

代替 IV (即代替 (3.22)), 我们提出如下仍然记作 IV 的 条件： 

IV •对于0《 t 《1，假设矩阵 F z {t) = F z {z{t),y,t) 的特征值 Xi(t ) 满足条件 


Re Ax(f) <0，当 i = 1， ... ， A; < A/， 
ReAx(t) > 0, 当《=& + 1，...，於; 




(4.96) 


(这时我们将称方程 F(z,y,t) = 0的根 z=-<p(y,t) 为条件稳定的).此外，我们假定 
成立如下不等 式①： 


入⑷/ \⑷，^ ^ h 0 < t 彡 1 ， 

ReAi(i) ^ ReA 2 ⑷彡…彡 ReAAf ⑷， 0 ^ t ^ 1. 


(4.97) 


® 对于初值问题来说，这个条件并不重要.大致的说，它不是实质性条件，而只是与研究问题 
(4,89) ~ (4.91) 时所采用的方法有关. 
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我们注 意到： 特征值 Xi ( t ) 有负实部的个数 A ; 正好与向量 z^Et = 0 给定值的 
分量个数一 样; 而特征值 Mt ) 有正实部的个数 （M - A ;) 正好与向量 Z 在 f = 1给 
定值的分量个数一样. 

条件 V 是有关 初值/ 应满足的条件.这时为了叙述加在边界条件 (4.90) 中的 
向量/上的这个要求（我们仍然称之为条件 V )，我们首先对 (4.89) 的第1组方程作 
变量替换 B = -~ i = 0,1,并令=卵 ), t = i . 当 i = 0时我们得到曾在第二章 

称之为在点2/ = y (0), t = 0处 的附加方程组 

去=叩，潮，0). (4.98) 


显然，点？ = ^(0),0) 是这个定常方程组的奇点，但这时不同于第二章和第三章 
的是,这个奇点已不再是渐近稳 g 奇点，而由于（4.96)，它现在是条件稳定奇点.如 
果对方程组 (4.98) 作变替换 l ^ z - ^( y (0),0), 并将 t 0 看成 t ， 以及记 F(C + 
的 7(0), 0) ，歹 (0),0) 为 F ( f )， 则 (4.98) 就成为 


. 条 = 吨 + ip(m, omo),o) = F(a 


(4.99) 


这就是上面第三段讨论过的方程组 （4.57). 

当 i i 时，首先代替 (4.98) 我们有方程组 


dz 

dr \ 




F(z,y(l)A); 


(4.100) 


其次利用替换 C =? -^(1),1), 可得方程组 

« 

^- = ^(C +^( y ( l ), l ), y ( l ), i ). (4.101) 

这也是 (4.57) 型的方 程组. 

当在第三段研究方程组 (4.57) 与它的积分流形 S +， 的关系时，曾用过矩阵 S 
(亦即将 A 三 F c (0) 化成对角分块阵的矩阵)，那时我们曾要求 det^n ^ 0 ( 见 (4.64)) 
及 det _022 一 0. 

我们现在考虑矩阵 B ( t ), 它的列向量为 F z { t ) 的特征向量（根据条件 （4.97) 知 
道，对于每一个 f ， 矩阵 F z ( t ) 都有 M 个线性无关的特征向量）.显然，矩阵 B ⑷将 
F z ( t ) 化成对角矩阵 


B ~ 1 ( t ) F z ( t ) B ( t ) = diagp #) ，… ， X M ( t ))， 


(在此以及今后，我们总是用 diag ( oi , - - - , om ) 记以 « i , * * * 为对角元素的对角 
矩阵)，因此我们可以取 B (0) 作为方程组 (4.99) 的矩阵 S ， 而取 B ( l ) 作为方程组 
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(4.101) 的矩阵于是我们所需要的条件 V 如下： 

V . ⑷假设 detSn ( O ) ^ 0， detS 22 (0) 笋0,以及方程组 （4.99) 有满足上面第三 
段基本假设1。的不变流形而且 

(4 —灼伎 (0)，0)) gG +; 

( b ) 假设 detSn ( l ) ^ 0, detS 22 ( l ) ^ 0,以及方程组 (4.101) 有满足上面第三段 
基本假设2。的不变流形5-而且 

(^2-^2(y(l),l)) -； 

其中根据第二段所使用的记号，二1，2,为列向量/的分块（见 (4.90)), 而灼为 
列向量#的分块. 


注 条件 detB 22 (0)^0 (不同于条件 detBn ( O ) / 0) 于 （4.99) 的积分流形5+的存在性 
和分析表达式问题并无关系，而只与下而的定理 4.2 的证明方法 有关； 对于条件 detBn ( l )^0 
也有同样的结论. 

条件 V 的意义是容易理解的，正像在渐近稳定时那样，附加方程组 （4.98) 或 
(4.99) 描述了方程组 (4.89) 的解在 t = 0邻域中的性质.条件 (4.92) 只在 f = 0对向 
量 z 给出了 A ; 个分量的值（或向量 （的 A ; 个分量，即向量（块） f 的值）.对变量 f 
来说，这个条件也可以写成 


己⑼ —灼咳 (0),0). (4.102) 

如果满足条件 V ( a ), 那么由 (4.102) 求出 Ci (0), 再从 (4.75) 可得已⑼而且有 f (0) € 
5+. 因此从点 f (0) 出发的 (4.99) 的轨线当 ro -^ oo 时趋于坐标原点，而对应的 （4.98) 
的轨线则趋于， ^( y (0),0), 亦即方程组 (4.89) 满足初始条件 z o (0,/ i ) = C (0)+^( y (0),0) 
的解 z 0 ( t ^) 落在的邻 域里; 这样求出的值 ^ o (0,/ i ) 就是边值问题 (4.89) - 
(4.91) 的解 z { t , ix ) 在 f = 0的零次近似（下面验证）.同样，附加方程组 （4.100) 或 

(4.101) 描述了边值问题的解在 f = 1 邻域的性质.在变量 f 之下，条件 （4.93) 为 

C 2 (0) = z 2 °-^( y ( l ), 1). (4.103) 

# • 

如枣满足条件 V ( b ), 则由 （4.103) 求出 C 2 (0), 再从 (4.76) 可得 Ci (0), 而且 加） € 5-. 
值? (0) + ^(1),1) 就是 M ) 在点 t = 1的零次近似值. 

注由于问题的非线性性，'一般可能存在几个形式为 {4.75) 或（ 4 .76)的 分支； 这时对于每 
个分支来说，当满足条件 I ~ V 时，所有上述结论都是正确的，因此所论边值 ，题 的解就可能不 
唯一.在 Ci (0)€ G + 的情况下，所论问题的解就根本不存在.图4说明了对于 f 为二维情况时的 
这两种可能性. 
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5, 5, 

a) b) 

图4 积分流形針, 1— 直线& = Ci (0)- 在情况⑷中，值&⑼对应着己⑼的两个值(在 f 2 

轴上 的点乂 和点 B )， 在情况 （6) 中，值&⑼不对应着己⑼的任何值. 


五、构造渐近展开式的算法第一章讨论过的边值问题 （1.14)， （1.19), 只是上述 
问题的线性例子，但这个例子说明了在所考虑区间两端的邻域中都有边界层. 

从这个例子所指出的方向可以看出，我们要找问题 （4.89) 〜 （4.91) 的解已经不 
能像 (3.24) 那样只由两项相加,而是由三项相加，即 

+ rtx ( ro ,/ i ) + Qx ( ri ,/ i ), (4.104) 

其中 

x ( t 7 fi ) = xo ( t ) + fiXi ⑷ + ... + f£ k Xk ( t ) + (4.105) 

nx ( r 0 ,/ i ) 仍然表示在 t = 0 邻域的边界函数，并且可以展开成其系数依赖于 T 0 = 
M 的 / i 的幂 级数： 

rtx ( r 0 ,/ i ) = n 0 x ( r 0 ) + / illix ( ro ) + … . + / J k n k x ( r 0 ) + … . ； （4.106) 

而 Qx ( r ui x ) 表示在 t = 1邻域的边界函数，并且可以展开成其系数依赖于 n =— 
的 " 的幂 级数： ^ 

Qx ( ri , fj ) = Qqx ( ti ) 4- f ^ Qix ( n ) + ••• + f ^ k Qkx ( ri ) + •••. (4.107) 


于是代替 （3.30)， 我们有 


dz dOz dQz 
^dt dm dn 


dr 0 


dr\ 

dQy 


^ dt dro dr\ 


F + ILF + QF, 


M (7 + n/ + Q/) 


其中 

^ = f F(z{^,t),y(^t), t) = F 0 + /x^i + … + fi k F k + … ; 

def 

nF = F{z{ixtq^) + Uz(r 0i fj),y(fiT 0 , fi) + rt2/(ro, /i), /ir 0 ) 

-F(^(/ir 0 ,") ， 豆 ("to, ") ， firo) 

— rtoF + fjiiiF +. . . + /i fc rtfcF +. . .; 


(4.108) 


(4.109) 


(4.110) 
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QF = F ( z(l + / iri ,/ i )+ Qz { jx , / i ), y ( l +/ iri ,/ i ) + Qy(n ，/ i),l +/ in ) 

- F ( z(l +/ in ,/ i ), y(l + / iri ,/ i),l +/ iri ) 

=QoF + ixQiF + … + ix k Q k F + … . (4.111) 

类似地还有 7, n /, Q /. 但是应当注意的是与 (3.30) 相比，两者存在着一定的差别.在 
第三章中 ， F + nF 是用恒等的形式进行 变换： 


F(z -{- Uz,y + Uy , t ) = F + UF (4.112) 

得到的,可现在却是 

F(z + rtz + Qz , y + rty + Qy , t ) ^ F + ILF + QF ] (4.113) 

t 

而且只能把 （4.108) 〜 (4. U 1) 看成是推导出 （4.105) 〜 （4.107) 各系数 计算公 式的出 
发点.我们可以这样来考虑问题，即除了在 t = 1的某个邻域之外， Q 函数是处处可 
以忽略的小量，因此可以认为 (4.113) 在 t 二1的邻域外是一个近似等式，亦即几乎 
就是 （4.112). 交换 II 和 Q 的作用，即可得出在 t 二1的邻域中 （4.113) 也是一个近 
似等式的正确性. 

关于 IIF 展开式的系数，完全类似于展开式（3.29)，只是应将 r 改成7^;而对 
QF 也有类似的表达式，只是应当用 t = 1和 n 分别代替 t = omr . 对于 n / 和 
Qf 也完全类似. 

将 (4.104) 代入边界条件 (4.90) (利用 （4.92), (4.93) 的 形式） 和 （4.91), 于是代替 
(2.38) 有 


a [芝 0 ⑼ + ... + fJ > k Zk ( 0 ) + …+ 11 0 2(0) + ... + ^ UkziO ) + ...]= az °\ (4.114) 


6 [ 芝 0 ⑴ + …+ ii k z k {l) + …+ Q o z{0) + …+ /i fc Q fc z(0) + … .] = 6 z 0 ; (4.115) 


豆 o(o) + ... + fi k y k {o) + …+ n 0 y(o) + ... + /i fc n fc 2 /(o) + …]= y 0 _ 


(4.116) 


现在我们来写出确定 （4.105) 〜 (4.107) 系数的方程;为此首先将 (4.108) 两端按 
t ， T 0 和 n 对应分开，然后再令两端关于 / i 的同次幂系数相等，于是对于 t 的零次近 
似为 


0 = -^ o 曾作 。，^ )，0， 智 =lo d = f (^0, Vo , t ); 


(4.117) 


这就是退化方程组 （4.94). 对于 t 0 和 n 的零次近 似为: 


dHoz 

dr 0 


TloF d ^ f F(z o (0) + n o z,y o (0) + U 0 y, 0) - F(^(0) 5 y(0), 0) 


^(^o(0) -f ⑼ + Iloy，0)， 


dHoy 

dro 


0； 


(4.118) 


• 82 • 


第四章边值问題 


dQpz 

dn 


= QoF = F(: 0 (l) + QozM) + Qo^l)- F(z 0 (l)M)^ 


= 尸 ( 句 (1 ) + Qoa 歹 0 (i) + Qoy ， 1 )， 


dQ 0 y 

dri 



(4.119) 


有关这些方程组的定解条件可由 （4.114) 〜 （4.116) 的零次近似得出，亦即 


a ( 芝 o(0) + IIo^(O)) = uz°\ (4.120) 

b(z 0 (l) + Qo^(0)) = bz°\ (4.121) 

沅⑼ + 取以⑼二 /. (4.122) 

由（ 4 .11 8 )和 (4.119) 即知， Uoy ( r 0 ) = 常数， Qoy ( ri ) =常数.又由于当 t 0 — oo 和 
n — - oo 时， Ilc ^ ro ) 和 Qovin ) 都应当趋于零，因此这些常数都应等于零，即 


Iloy ( ro ) = 0, Qoyin ) = 0; (4.123) 

特别由此得出 U o y ( 0 ) = 0,从而由 （4.122) 有 

y O (0) = 2/°. (4.124) 

于是由方程组 （4.117) 与条件 (4.124) 一 起即可求出解 y 0 ( t ), z 0 ^) = #(%(*),*),这是 
由第四段给出的关于退化问题 (4.94), (4.95) 在[0, lj 上有唯一解的条件 III 得出的. 
下面考虑边值问题(4.118)， （4.120) .由 (4.123) 即得 

（4.125) 

由于条件 (4.120) 只给出向量 n o ^(0) 的前 A ; 个分量，因此为了完全确定 （4.125) 的 
解，我们还要求当 r 0 —>• oo 时有 n 0 ^( r 0 ) 0,亦即 

IIo 2：( oo ) = 0. (4.126) 

问题（4.1奶)， (4.120), (4.126) 的解的存在唯一性是由如下事实推出的，即（4.125)， 

(4.120) 分别与（4.99)， (4.102) 一致，于是根据 V ( a ) 即知在不变流形 S + 上存在由 

(4.120) 所确定的初始点，且由引理 4.2 可知从这点出发的方程组 (4.125) 的轨线保 
证满足（4，126).根据 V ( b ), 同样可以得到方程组 (4.119) 同时满足条件 （4.121) 和 
Q 0 z {~ oo ) = 0的右端界函数 Qoz ( n ) 的存在性. 

现在考虑关于山工 ㈣ ）和 ^( t ) 的方程组及其定解条件 


^ = 111^=' F z ( to ) U iZ ^ F y ( r 0 ) n l2/ + Gi ( r 0 ), 

OTo 


dlhy 

dr 0 


= n 0 /； 


(4.127) 

(4.128) 
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正像在 （3.34) 那样，这里 F z ( r 0 ) = 办⑼+ noz ( To )， i 7 o (0)，0) ; F y ( r 0 ) 也有类似的 
意义.而 Gi ( r 0 ) 仍然由 (3.35) 给出. 

尝=1 晌 +巧舰，警=7,购 +7,^; (4.129) 

如同（3.33)，这里 F z (t) = F z (z 0 (t),y 0 (t),t); F y (t)J z (t)Jy(t) 也有同样的意义. 


a(z\(0) + IIi2 ： (0)) = 0; 


(4.130) 

Vi (o) + rtiy(o) = o. 


(4.131) 

此外我们还要求 



rtiz(oo) = 0 ； 


(4.132) 

rtiy(oo) = o. 


(4.133) 

完全像在第三章那样，从 （4.128)，（4.131)， (4.133) 可得 



ni2 /( r 0 ) = - f U 0 f(s)ds, 1^(0) = - [ 

Jtq Jo 

X) 

Uof(s)ds] 

(4.134) 

豆 i ⑼ = / n 0 /( s ) rfs . 

Jo 


(4.135) 

条件 (4.135) 完全决定了方程组 (4.129) 的解 而⑷ .将 （4.134) 代入 (4.127) 之后，即 
见 (4.127) 中只剩下 Urziro) 是未 知的; 但是边值问题 (4.127), (4.130) 是否存在满 
足补充条件 （4.132) 的解 n l 2 ( r 0 )? 我们把这个问题留到下面第七段再讨论，在那里 
将给出 n 函数和 Q 函数的估计. 

关于 Qix(n) 的方程组和定解条件为 

^ = ^( n ) Qi ^ + Fyir^Qw + ^(n), ^ 

= Qo/(n); 

* (4.136) 

6(^(1) + Qi^(0)) = 0; 


(4.137) 

其中 F z ( n ) 塋 K (知 (1) + Q 0 z(n) ， i7 0 (l) ， l), 而 ^i(n) 的结构与 （4.127) 中的 Gi(r 0 ) 
类似. • - 

4 

Qiz(-oo) = 0; 


(4.138) 

Qiy(-oo) = o. 


(4.139) 


由条件 (4.139) 立 即求得 Q iy ( n ) = - f ~°° Qof ( s ) ds . 其次在 （4.137) 中， A ( l ) 已由 
问题 （4.129)， (4.135) 的解所决定，因此 Qiz { n ) 可以从问题 （4.136) 〜 （4.138) 得到， 
这与从问题 (4.127), (4.130)， (4.132) 求出 n ^^ o ) 的过程完全相类似. 



• 84 • 


第四章边值问题 


对于 A ; > 0,关于 Ukx ( ro )^ Qkx ( ri ) 以及 Xk ( t ) 的方程组和定解条件为: 


ar 0 

(4.140) 

<^ky n f . 
dro =Uk ~ lf ： 

(4.141) 

二 QkF ， dQ . kV = 
an an 

(4.142) 


(4.143) 

a(^fc(0) +n fc 2 ： (0)) = 0, 

(4.144) 

6( 々⑴ +Qfc2 ： (0)) = 0 ， 

(4.145) 

歹 fc ⑼ + n fcy(0) = 0; 


U k z(oo) = 0, U k y(oo) = 0; 

(4.146) 

Qkz(-oo) = 0, Qfcy(-oo) = 0; 

(4.147) 

疒 oc 

y“0) = / Hfc_i/(s)ds. 

Jo 

(4.148) 


像在 A: = 0,1 时所进行的讨论那样，方程组 （ 4.141) 不依赖于 （ 4.140), 因而有 

疒 OC 

n fc y(r 0 ) 二 - n fc _i/(s)ds; 

Jtq 

同样有 

疒一 OC 

QkV(ri) = - / Qk-if(s)ds. 

Jr \ 

因此剩下的是求解问题 (4.143), (4.148); (4.140) ， (4.144) ， (4.146) 以及 (4.142) ， (4.145 )， 
(4.147). 这些问题的求解过程与 A: = 1 时所进行的讨论完全类似. 

六、基本定理的叙述 像在第三章 §10 那样，我们对 (4.89) 的右端函数给出确 
切的光滑性条件 I . 为此我们首先给出如下由三条线段组成的曲线 L 0 : 

-Loi = {(z ， y ， t) : z = z o (0) -hlloz(To), T 0 ^ 0;y = y o (0)]t = 0}, 

Lq 2 = {(z,y,t) : z = z o (t),y = y o (t),0 彡 t 彡 1 }， 

Lqs = {(z,y,t) : z = 芝 o(l) +Qoz(n), n 彡 0; y = 歹 0 (1); t = 1}. 

I . 假设函数 F( Zj y,t), f(z, y , t ) 在曲线 L 0 的某个 J - 邻域中，具有直到包括 ( n +2) 
阶在内的连续偏导数. 
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在此条件下，我们考虑展开式 (4.105) - (4.107) 中直到包括 n 在内的项,并用 
X n (t,fi) 表示展开式 （4.104) 的 n 阶部分和： 

n 

= y ^/ x fc [ x fc ( t ) + n fc x ( r 0 ) +Q fc x(n)]. (4.149) 

fc =0 


定理 4.2 当满足条件 I 〜 V 时，必存在常数 /x 0 > 0,J > 0,c > 0, 使得当 
0 < /x ^ /x 0 时,在曲线 L 0 的 J- 邻域中存在边值问题 (4.89) - (4.91) 的 唯一解 
且满足不 等式： 


II - X n (t,fi) ||^ c/x n 


+i 


当 0 q 彡 1. 


(4.150) 


注 如果只考虑解的存在唯一性问题,则在条件I中只需假设 n = 0. 


七、边界函数的估计 

引理 4.6 对于边界函数 nWTb ) 和 Qix(n), 2 = 0,1,. . - ,n, 满足下列不 等式: 


| nix(ro) ||^ c exp(-/tro), 当 r 0 > 0; (4.151) 

|| Qix(n) ||^ c exp(/tr 0 ), 当 ri 彡 0. (4.152) 

证明 我们从 i = 0 开始.根据 （ 4.123) 有 n 0 y ( ro ) = 0. 对于 n 0 2 ：( ro ), 我们注意 
到确定 li 0 z ( r 0 ) 的方程组 (4.125) 是与满足条件 V(a) 的方程组 (4.99) 完全一样.而 
且点 n o ^(0) 位于5+ ±,因此由引理 4.2 立即得到对 U 0 z(t 0 ) 所需要的估计.关于 
Qox ( n ) 的情形完全类似. 

我们现在转到对 nix(ro) 的 估计; 这些向量函数是由方程组 （ 4.127) ， （ 4.128) 所 
决定，其中 Gl (r 0 ) 的表达式与第三章 §10 的第 3 段一样，因此同样有像在那里得到 
的 结论: 对 r 0 > 0有 

|| Gi(r 0 ) ||^ c exp(-/tro). 

其次，像在第三章 §10 第 3 段那样，从 (4.134) 再一次得到 U iy ( r 0 ) 的 估计： 


I niy(r 0 ) ||^ c exp(-/tro), 

当 ro > 0. 从而对于 IIi2 ： (ro) 我们有如 (3.74) 的方程组： 

^ = F z (t 0 )U iZ + Gi(r 0 ), (4.153) 

aro 

这里对 r Q > 0有 

' || Gi(r 0 ) ||^ c exp(-/tro). 

根据 （ 4 ， 130) 和 （ 4.132), n l2 (ro) 的定解条件为 

alli2^0) = —azi (0), IIi 2 ： (oo) = 0. (4.154) 
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不难看出，问题 (4.153), (4.154) 就是在引理 4.5 中所 i 寸论的问题，由此得出对 U lZ ( r 0 ) 
的 (4.151) 估计式，即对 T 0 > 0有 

|| IIi 2 ： (ro) ||^ cexp(-/tro). 


由于对 ro > 0有 IIo 2：( ro ) 位于流形5+上，所以在第三章§10第3段中关于 
U lX ( r ) 所进行的一切讨论对 n ! x ( r 0 ) 仍然是正 确的; 利用与第三章§10第3段完全 
一样的讨论过程，即可推出所有下标号码 a ： > 2的 n 函数估计.这就完成了估计式 
(4.151) 的证明.至于不等式 （4.152), 可用完全类似的方法得到. 口 

八、余项方程令 


♦ 

这里的 Z n ( t if i ), Y n ( t lf i ) 是由公式 (4.149) 确定，即 


n 

Z n {t^) = ^fi k [z k (t)+U k z(To)+Qkz(r 1 )], 

k =0 

n 

y n (t ^)= ⑷ +n fc y(r 0 ) + Q fc y(n)]. 

fc =0 


佘项 u 和满足下列方程组和定解 条件: 



F(u + Z n ^ v 4 - Y ny t ) — 


n 


dt 


f ( u -\- Z n ^ V -\- Y n , t ) - 7 T 1 ； 


(4.155) 


dt 


n 


au(0, fi) 


< 


6 u ( l ，/ x ) 


v (0，/ x ) 


=— ay ^/ x fc Qfc ^( — ) 

fc=o ^ 

^-b^2fi k U k z(-), 
fc=o ^ 

-^2^ k Qky(--)' 

fc =0 ^ 


(4.156) 


不同于 （3.86)， 这些佘项满足了非零的定解条件（ 4 .1 56 );但是由于 (4.151), (4.152), 
显然 (4.156) 的右端是一些指数式小的量.与 (3.88) 完全一样，我们在此同样引进函 
数历 ( t ，/ x ) 和但不同于（3.89)，现在这两个函数对 k [0, 1], /X € (0, ㈣ ]应 

满足 估计： 


II 神， /X) ll^c/x^ 1 , 

II ||^ cL n+1 +/x n exp(-^) +/x n exp(-^i^) 

_ 


(4.157) 
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(4.157) 的证明可采用在第三章中证明 (3.89) 时完全一样的方法进行,而且也是应用 
类似的技巧，在此我们不再重复. 

练习 X # 估计式 （4.157) 进行详细证明. 

我们现在将 (4.155) 写成类似于第三章中 (3.92) 的 形式： 



031 = F z (t,^i)u Fy(t, fi)v fi), 

at 

= fz{t, fl)u + fy(t, ^)v + G 2 {u, V, £, /i )； 


(4.158) 


其中矩阵 F z (t, fi )， Fy(t ， 沁， f z (t ， fj )， fy(t ， fi ) 的元素都是在点 (2 0 ( i ) + n 0 2：( ro ), y 0 ( i ), i ) 
处进行计算的,而非齐次项 G U G 2 为 


Gi(u,v,t,fi) = f F(u-\- Z n ,v-\-Y n ,t)- ~ F z (t,fi)u - F y (t,fi)v 

G 2 (u,v,t,fi) = f f(u -hZ ni v-h Y n , t) - - f y (t,fi)v. 


我们注意到函 数 Gi 和 G 2 两条 对今后来讲是 重要的性质， 而且可以像在第三 
章那样对它们进行证明. 

1. 当0彡 t 彡 l ，0< p 彡/ xo 时有 

[ II Gi (0,0, t ^) ||=|| 巩 ( M ) 

I (4.159) 

(|| G 2 (0,0， t ，/ X ) IHI +/ x - e Kt "). 


2 .对 Vs ： > 0,36 = S ( e ) > 0, / x 0 = / xo ⑷ > 0,使得只要 || ui ||< || u 2 ||< 占， 

I vi ||^ 6, || v 2 ||^ J ,0 < /x ^ / x 0 , 则对 i = 1，2 有 

|| G i ( u 1 , v 1 , t , fi ) - Gi ( u 2 , v 2 , t , ii ) ||^ e (\\ ui - u 2 || + || vi - uv 2 ||). (4.160) 


我们还需要进行如下变换，即把 F z ( t , fl ) = ⑷ + n 0 2 ：( T 0 ) +(302:(71)， y Q ( t ), t ) 

写成 形式： 

F z (t, fi) = ^z{t) + TLqF z + QqF z + 0 (/x), 

其中按照第五段的 i 己号有 


F z ( t ) = F z { z ^{ t ), y ^{ t ), t ), 

n 0 i ^( r 0 ) = F z (芝 o ⑼ + n 0 2 ：( r 0 )， y 0 ⑼， 0) - F z (芝 0 (0)，歹 o (0)，0)， 

QoFJn ) = ^(^ o ( l ) + Qo ^( ri ), y 0 ( l ), l )- F Z ( J 0 ( 1 )，％( 1 )， 1 ). 
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于是 (4.158) 可以写成 


/X— = [F z (t) -\-U 0 F z (r 0 )-\- QoFzin^u F y (t, fi)v -\- fi), 

37 = fz(t, p)u + fy(t y fi)v + G 2 (u, V, t, fi )； 

at 


(4.161) 


这里的 = 1,2, 不同于 （4.158) 中的 Gi ， 不过它们之间的差别只在量阶为 0(/ x ) 
的项，因此对于这里的 G 来说,不等式 （4.159) 和 （4.160) 仍然成立，所以我们使用 
了同一记号 Gi . 

定解条件 (4.156) 可以写成 


au (0,/ x ) = au °, bu ( l , fi ) = bu 


o. 


(4.162) 


v (0, fi ) = v °; (4.163) 

由于 (4.156) 的右端是指数式小的量，所以在这里可以认为对任意的 n 有 


|| au ° || + || bu ° || + || || < c // n+1 . (4.164) 

在下面的第十段中,我们将把问题 (4.161) 〜 (4.163) 转化成积分方程组问题，然 
后像在第三章那样,对积分方程组应用逐次逼 近法； 为此，在下面的第九段将进行某 
些必要的构造准备. 

九、矩阵 Green 函数 （1) 考虑线性方程组 

/jot 

% =却，咖 + /( t ，/ x )， （4.165) 

其中矩阵和向量函数在 h < t 2 , 0 < /x < ㈣ 上有界连续.对于 
u ( t ^) 要求满足边界 条件： 


au (£ i , / x ) = 0, bu ( t2 , / x ) = 0; (4.166) 

这里的矩阵 a 和 6 与 (4.92), (4.93) 一样. 

我们称定义在上的矩阵 G ( t , s ^) 为边值问题（4.165)， 
(4.166) 的矩阵 Green 函数， 如果满足下列 条件： 

1°. G(t,s ， fx) 作为 f 的函数是对应于 （4.615) 的齐次方程 

^~dt = (4.167) 

在区间上除了点 t = s 之外的解. 

2°. G ( t , s , fi ) 满足边界条件 (4.166) : 


aG ( t \ ， s , / x ) = 0， bG ( t2 , s y fi ) = 0- 
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3°. G ( t , s ^) 的对角元素在 t = s 处有跃度等于1的第一类间断点，即 

G(s + 0, s ，"） 一 G(s — 0, s ， " ） = 五 a/• 


如所周知，若边值问题（ 4 .167), (4.166) 只有零解，则矩阵 Green 函数 G(t,s lf x) 
存在、唯一,而且边值问题 (4.165), (4.166) 的解也存在、唯一且可写成 

产 2 1 

u(t } / x ) = / —G(t ， s, fi)ds. (4.168) 

Jti M 

(2) 现在我们在区间 0 彡 f 彡 1 上研究方程组 （4.165) 和 （4.167), 我们假设矩阵 
A { t ^) 具有如下形式 


= 乂 ( t ) + A 0 ( r 0 ) + Ai ( n )， r 0 = n =— 

/i fi 

而且满足下列 条件： 


1°. A(t) 在 0 < t < 1 上有定义且二次连续可微，而它的特征值 Mt ) 满足条件 
(4.96)， （4.97). 

2°. A 0 (t 0 ) 和 A!(n) 分别对 t 0 > 0和 n 彡0有定义、连续且满足不等式 


3°. 方程 

不存在满足条件 
的非零解；而方程 

不存在满足条件 



I A 0 (r 0 ) ||^ cexp(-/tr 0 ), 

II Ai(n) ||^ cexp(/tri), 


当 TO 彡0, 

当 n < o. 


du 

dro 


= [义⑼ + A 0 ( t 0 )] u , r 0 ^ 0 
au(0) = 0, u(oo) = 0 


du 

dr \ 


= [A(l) + Ai(n)]u, ri < 0 

bu(0) = 0 , u(—oo) = 0 


(4.169) 


(4.170) 

(4.171) 


的非零解. * - 

令矩阵 B ⑷的列向量为矩阵3⑷的特征 向量； 于是矩阵 B ⑷将3⑷变成对 
角形式： 

B~ 1 (t)A(t)B(t)= diagGiW ， … Ja/ ⑷） 三 A ⑷. （ 4.172) 

此外,我们还要求满足 条件： 

4°. det5n(0) 7 ^ 0, det 5 2 2 ( 0 ) ^ 0; det5n(l) ^ 0, det 5 2 2 (l) 7 ^ 0. 





• 90 • 


第四章边值问题 


注 容易验证方程组 （4.161) 中的矩阵 = F z ( t ) + U 0 F z ( to ) + QoFz(n) 满 足条件 
1°-4°.特别，引理 4.4 的结果保证了条件3°的成立，而由条件 V 即知4°成立. 

我们把区间 [0,1] 分成三 部分： [ 0 MAM ] 以及 [ t u l ], 其中= ao / xlln / xl ,^- 

1 - ai / x | ln / x |, 而且以后当 /x — 0时，将把句 > 0，〜 > 0取成固定、但充分大的数. 

从定义本身即知当 ^ 1 -^ 0 时有：化 — 0 ,h — 1，％ = to/fi = a 0 I ln/x J -^ oo , ri = 

0 

(亡 1 一 1) f — 一 ol \ I In fj , I - ^ 一 oo . 

本节的主要目的是在上述三个区间的每一个上构造齐次方程组 （4.167) 在 
(4.166) 型而是非齐次的边界条件之下的解，以及在三个区间的每一个上构造方程 
组 (4.165) 在形如 (4.166) 的边界条件下的矩阵 Green 函数. 

⑶区间[心， G ]. 

( a ) 我们首先在区间⑹， h ] 上考虑齐次方程组 (4.167), 这时选取 a G 和別这样 
大，使得它们满足不等式 

|| Ai ( n ) ||^ c / x 2 , 当 to < f h (i = 0,1). (4.173) 

显然， a 0 , ai 的这种选法是可能的，因为由 （4.169) 有 

I A 0 ( r 0 ) ||^ cfi Ka ° , 当 r 0 > (t X 0 )， 

|| Ai ( n ) ||< cfx Kai ， 当 n 彡 0 O 

利用构造线性方程组基本解组的熟知方法,我们在区间知, y 上对 （4.167) 构 
造其基本解组.做变量替换 w = : Td / x )% 将 (4.167) 变成（一撇表示对 t 的求 导）： 

= ( T ^ AT - fiT 一 1 r )”. (4.174) 

at 

设 T ( t , fi )= 丑⑷ +/ xBi ⑷)，这里 S ⑷是上面引进的、其列为矩阵 3 ⑷特征向 
量的矩阵，而作为 B ^ t ), 我们取其元素为 

…、 \ 丑 — 1 ⑷反⑷ 

B \ 3 ( t ) = < ’ 

( o , 当^孓 

于是即得等式 

T ^ AT - fiT~ l r = A ⑷ + + (4.175) 

其中 A ⑴是由公式 （4.172) 所定义，而 

D 2 ( t ，/ x )= 1 — B — 1 ⑷疗⑷ 万丄⑷一⑷ 一 BUODUt )]. 
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练习验证 （4.175) 的正确性. 提示： 比较 " 的同次幂系数，容易证明等价的 等式： T(A + 

fJtDi 1^2^ = 一 fjtT’, 


注由于在上面所考虑的等式中出现了 S ' ⑷和因此就产生了矩阵1⑷的特征向 
量函数的光滑性（即 B { t ) 的光滑性）与矩阵 A { t ) 本身的光滑性之间的关系问题.由于条件1°， 
每个 Mt ) 都对应着一个特征向量，其坐标可以认为，好比说,是矩阵的行列式 
某一行的代数余子式，只要这些代数余子式的平方和在[0, 1] 上处处不为零即可.这时特征向量的 
光滑性阶数（即 S ⑷的光滑性阶数）将与1⑷的光滑性阶数一样.但是可能出现不存在其代数 
余子式的平方和在[0, 1] 上处处不等于零的行，虽然对于每个固定的 t ， 其代数佘子式的平方和不 
为零的行必定存在.于是特征向量的光滑性问题就复杂化了.然面这时可以构造与矩阵1⑷的 
光滑性一样的特征向量函数（参看 [37]). 

我们回到方程组 (4.174), 现在可将其写成 




尝= ( A ⑷ 十 ㈣ ⑷ +/ x 2 5 2 (^))"， 


(4.176) 


这里 / x 2 D 2 = fi 2 D 2 + + Ai ) T . 由于 (4.173), 对 t 彡 ti , 0 < /x < 网有 

M 2 5 2 ( i , fj ) 满足不等式 || fj , 2 D 2 ( t ,^ i ) ||^ c / x 2 . 

我们找 (4.176) 形如 


rji ( t ， p ) = ai ( t ， p ) exp L ’ (4.177) 

的基本解组，其中为新的未知向量函数，而 Xi ( t , fi )= +4⑷.将 (4.177) 

代入 （4.176) 即得关于的方程 




dai 

dt 


A ( t ) + — + / x 2 D 2( t ， 


我们取的定解条件为（上标表示向量的分量号码）： 

= 0, j ’ = 1， - 1， 

亡 1’ 卩 )=1’ 

= 0, j = < + 1 ， … • ， M. 

我们转到等价的积分方程组 1 _ 


咖，卩）=/ exp 

to 



t 


( 



t 


3 


( Xj ( s , fi ) - Ai ( i 5,/ x )) ds)/x 52( s ，/ x ) a “ s ，/ x ) 


j = 1， … ，i 一 1 



t 


aKt.fi) = 1+ / /x[D2(s ， /x)ai(s ， /x)] l ds; 

ti 


(4.178) 
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I exp 

ti 



t 


( 



t 


(Xj(s,fi) - Ai(s ， /x))ds)/x D 2 (s,/x)ai(s,/x) 


3 


ds 


j 二 i 十1，…， M . 

由于根据对矩阵 3 ⑷特征值的要求1°，上式中的指数函数 


exp (* 乂 - A i ( s ) / x )) ds ^ 


是有界的，而 || fiD 2 ( t ^) ||^ c / x , 因此当 /x 充分小时，方程组 (4.178) 的积分算子 
是压缩的，亦即方程组 (4.178) 存在唯 一解； 且不难看出这个解可以写成 = 

在此及今后，^都是表示它的第 i 个分量为1而其佘分量为零的 向量; 
此外， ei ( t ， M ) 是表示当 t 0 ^ t ^ t u 0 < fi ^ fi 0 时满足不等式 || ||彡叫的 

函数. 

因为 

= B ( t )[ E M + / i 5 i (£)][ e * + e *(£,/ x )] 

= B ( t)[ei + ei (£,/ x )] = bi ( t ) 


其中6办）是矩阵 B ⑷的第 i 列，所以方程组 (4.167) 在区间知，&上的基本解组 
可以写成 


Ui ( t , fi ) = ^ bi ( t ) 


(5 乂 Ai ( s ，") ds)，i 


1 ， • • - ， A/, 


(4.179) 


( b ) 利用基本解组 （4.179), 我们来构造方程组 (4.167) 满足条件 


au ( to y fi ) = 0 


(4.180) 


的解.为此，我们求其形如 = X： CiUi { t , fi ) 的解.由条件 (4.180) 即得 

i=l 

M M 

a > : = ^ 〉: Cj (bi (^ o ) + 三 i (亡0 (4. 181 ) 

i=l i=l 

这是 A: 个含有 M 个未知数 Cl ，…， cm 的线性方程组.由于当 — 0时有 k — 0, 
且 || ||^ c/x, 因此当 /x 充分小时，方程组 （ 4.181) 中 ci, …， c fc 的系数矩 

阵与 5 n (0) 的差别就尽可 能小； 又根据条件 4° 有 det^n(O) ^ 0, 从而任意给定 
Cfc+i, ••- , cm 之后，就可以从 (4.181) 确定 ci, ■ * • ,cjfc. 取未知量 cfc +1 , • ■ • , cm 的值为 
Cj = Sij , i,j = k -\- l , -- ,M, 并对每一个 j 确定其余的未知量 q , i = 1, • • • , A:, 即得 
方程组 (4.167) 满足条件 (4.180) 的 （ M- A:) 个线性无关解 uAt^),j = A:+ 1 ， … ， M, 




而且它们可以写成 
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k 


( j ) 


以 j (亡， aO = 〜 ( 亡， m ) +〉: ^ % 叫(亡， m ) 


(6 i (£)+ e i ( t ,/ x))exp / X ^ s.^ds 




(bi(t)-\-ei(t,ii))exp(^ J Ai(s ， /x)ds )， 

t —— 1 o 


即含有一个正指数的幂和 A : 个负指数的幂.将 


t 


exp ( — / Xj ( s 1 fi)ds 

P Jt Q 


提到括号之外即得 


邮， M ) =⑷⑷ + 帥，")) (~ J t Xj 、 s ， fj ) ds 、 


fc + 1 ， • • • ， iV /, 


其中 在点 t 0 附近一般来说已经不再是很小的量，但是在区间 to < t 0 ^ t ^ 
h (^o = ln / x |, a 0 > ao 充分大）上当 /x — 0 时对 t 一 致地有 0. 

使用类似的方法可以构造 A : 个满足条件 


bu ( tx y fi ) = 0 


(4.182) 


的线性无关解. 


我们将所得结果叙述成如下引理（省 略去％ 上的记号〜). 


引理 4.7 当 a 0 和〜充分大，而//充分小时，方程组 （4.167) 在[心， h ] 上存在 


由 A : 个满足条件 （4.182) 的解 


Uj ( t ， fi) = exp Xj(s^)dsy 


J . = 1， …，念， 


以及 M - k 个满足条件 (4.180) 的解 


Uj ( t , fi ) = 

组成的基本解组，其中 


7j ( i,//)exp (^-J Xj ( s , fi)ds 


A ; + 1 , …， M 


j = 1 ， ... ， M; 

而且向量函数 Sjit . fi ) 当 / X — 0 时对 j = 1, …， A : 在区间 t 0 < t di 上，而 
对 j = A : + 1，.，，， M 在区间 Zo 彡 th 上关于 t 一 致地满足条件 Sj ( t , fi ) 0 
(^o = ao / x | In / x |, = 1 — ai / x | In / x |, 这里泛 o 和泛 i ( a 。 <%, ai < ai ) 当 / x —>0 时为充 
分大但固定的量). 
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我们将所构造的方程组 (4.167) 的基本解组写成矩阵的 形式： 

7(^»/^)diag e 。 人 Alds ，… , Afcds , *^0 Afc+lds , 

… . ， e Uto XMds ] 5 


(4.183) 


其中 7 (^ / x ) 是其列为 7j (^/ x ) 的矩阵.对今后来说不仅 det7 ^,/ x ) 7 ^ 0 从而存在 
7 _ 1 (^/ x ) 是重要的，而且需要当 紿彡 fh 且 / x 充分小 （0 < / X 彡 / x 0 ) 时， 

的一致有界性.由向量函数 S ^ fi ) 的性质，当 i h 时显然有等式 

det7(^, fi) = detB(t) + 


成立.其中当 /X 4 0时关于 i 一 致地有 ^0. 由此可得，当 L Gh 且 /X 
充分小时有 

| det7 (^,/ x )| ^ c > 0. 

我们考虑区间[屯从在点心处当 /x — 0时， 7(^0, / X ) 的极限矩阵为 


lim 7 幼 0 ， 0 ) = 7 o = 

/ i—►o 


"^ n ( O ) 0 

■021 ⑼ _022(0) + B2l(0)C 

_ 


(4.184) 


其中 G = ( 皆）为 x (M - fc ) 阶矩阵 （i = 1，… _ ， fc ; j + 1, …， M )， 其兀素就是 
由左声组 （4.181) 确定的量皆 （i = 1，…， fc ; j = + 1，…， M ) 当 /X — 0时的极限 

值雷. 

练习验证等式 （4.184). 

由于 执 2 ⑼+ B n (Q)C = Q ^ 正是这样选取 的)， 所以有 

, t , , [^ n ( O ) 0 ] \ Bl1 ^ -历 i ( 0 『 

e 7o ~ e B 21 (0) 执 do) + s 21 (op _ B 21 (0) S 22 ⑼ 

_ mi Li • 

= det ⑼氏 2 ⑼ =detB{0)^0. 

B 2 i(0) S 22 ⑼ 

_ ■ 

由于当 p — O 时， i 0 = a 0 / x | ln / x | ^0, 因而由此得出，当 K [知， ？ 0 ] 且 / x 充分小 
时有 | det 7 ( i ，/ x )| = | detS (0)|+^ 5 / x ) 彡 c > 0. 类似地可以证明当 

时有 | det 7(^,/ x )| 彡 c > 0. 从而证明了 - r ~ l ( t , fi ) 在 ~ i 彡 G ， 0 < /x 彡 / x 0 上 
的一致有界性. 

.( c ) 我们现在来构造方程组 （4.167) 的解 u 0 ( t ^), 它应满足边界条件 


auo(tQ,fi) — au°, buo(ti^fi) = bu°, 
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或者完全一样地写成 


auo(to,fi) + buo(ti,fi) = (a + b)u° = u°, (4.185) 

其中 J 为给定的常向量. 

我们将找出形如 = U(t ， fi)c 的解这里 U[t ， fi) 是由 （ 4.183) 定 
义的基本解矩阵， C 为未知的常向量.于是由条件 (4.185) 即得 

[aU(to,fi) +bU{ti,ii)]c = u°. 

我们证明 c 的系数矩阵的逆 [ aU ^^+ bUitu ^ Y 1 存在，从而 

c = [aU(to,fi) +6 C /( ii ，/ x )] _1 w 0 ， 


亦即 

uo(t,fi) = U(t,fi)[aU(tQ } fi) + bU(ti,fi)]~ l u 0 , (4.186) 

考虑到 H /x) 对 j = 1 ， …，满足条件 （ 4.182 )， 而对 j = + 1 ， …， M 满足条件 

(4.180 )， 我们有 


U ( to , fi ) — 


711( 亡 o，")diag 

e */A 0Alds ,... , e ii In x kds 

0 

721( 亡 o，")diag 

J f: 卜 ‘ 

■ 

722 (^ 0 )/X) 


a?/ ( 亡 0, /x) = 

类似可得 

bU(ti,fi ) - 


7ii(~ ， /x)diag e iUxi ds ，… 

■ 

0 


0 0 
0"/22( 亡 i，")diag e 告炙 o lAfc+lds , 


e ^ fn^ds 0 

0 


/to 1 XMds 


(4.187) 


于是即得 

aU(to,fi) + W7(ti ， /x)= 


7ii( 亡 o，")diag e 含 ’*1 。 Ald '... ， e:’*1 。 入 fcds 0 

0 722( 亡 1， #)diag e 合 A。 1 Afc + lds ， ... ， e 吉义 。 1 XMds 

_ 


由于当 /x — 0 时有 7 n (^ o ,/ x ) -»• Bn ( 0 ), 722 ^ 1 , 执 2 ( 1 )，因此根据条件 4° ，当 /x 
充分小时， 和 7 2 '2 1 (^ i ^ 存在且有界.按照公式 (4.55), 并考虑到在 目前情 
况下有 4 l 2 = 421 = 0,亦即 / f = 422,从而即得 


[ at / (亡0，"）+ W / (亡 I ，")] -1 = 


diag ei^o AldS j • • • , ei *^0 Xkds 7n 1 (^0j/^) 0 
0 diag Afc+lds , … . ， e 含 O 心 & 1 (t U fi) 

(4.188) 
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利用 （4.183) 和（4.188)，我们从 (4.187) 最后得到 




diag e ^ *^o Alds ，... , Xkds 7 ^(^o, 0 

0 diag [e^A Afc+lds , • * ■ , e^^ XMds ] 


(4.189) 


由此即见，若 = 0,则 u Q ( t ^) = 0, 亦即方程组 （4.167) 在齐次边界条件 
(4.180)， （4.182) 之下只有零解，从而问题(4.167)， (4.185) 存在唯一解.我们将所得结 
果写成如下 引理： 

引理 4.8 当 a 0 和〜充分大、而/ X 充分小时，边值问题（4.167)， （4.185) 的解 
存在、唯一，且可写成 (4.189) 的形式. 

( d ) 我们现在转到构造边值问题 (4.165), (4.180), (4.182) 的矩阵 Green 函数 
问题.从刚刚指出的关于齐次问题（ 4 .1 6 7)， (4.180), (4.182) 只有零解即知 
G ( t , s ,/ x ) 存在唯 一. 

我们寻找形如 


G { t , 5, / i ) — 






的矩阵 Green 函数 G { t , s ^) (参看 [46]). 根据 G ( t ， s ， fi ) 的定义， F ( s ，/ x ) 和 W ( s ^) 

应满足条件 


由此即得 


由于 


U(s , fi)W(s , fi) - U(s, fi)V(s, fi) = E m . 


V "( s ，/ x ) = - [ at / (亡 0 ，/ x ) + W 7 d / x )] _1 W 7 d / x ) C / _1 ( s ，/ i ). 


(4.190) 


U~ l {s,ii) = diag 


Si 1 Ai ds 


Is 1 Afcds, e J / 3 to Afc+ids 

• • • 2 /:o XMds 


7 -1 ( 5 ^) 


并考虑到 （4.187)，（4.188) 式,因此即得 


V ( s ^) 


x 


diag 


0 diag 


0 


/to 1 Ald5 T ... 

.J ftl 入 fc+l ds 


/to X k ds 


Jii (to 0 

i Sl^Mds 


122^^) 


0 


0 722(h ， P)diag 


/to x k+ids 


/to Xb^ds 
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xdiag 


e 


合 /: 1 入 1 如 …$ /: 1 Afcdd } /: 0 Xk+ids 




丄 /: 0 ^Mds 


7 一 十#) 


0 

0 

編 

0 diag 

e i fs ° 入 fc + i d '…， e i /: 0 XMds 





由于当知 t ^ S ^ ti 时结果有 
G ( t ， s , fi ) = U ( t ， fi ) v ( s ， 〆 ） = 


X 


0 


0 diag 


0 


e 


/: 入 fc+i 心 … St x Mds 




由此及 7( W ) 和 7 _1 (^/ x ) 的一致有界性直接的出，当心彡 i 彡 s 彡 h ， 0 < / x 彡 / x 0 
时有不等式 


II G ( M ，") II 彡 cexp ( — —~- | = cexp 


k\s — t\ 


成立.可以得到 G { t , s , fi ) 在6 < s < t 0 < // < // o 上的类似估计（从 （4.190) 
对 W ( s ^) 的表达式）.从而证明了如下 引理： 

引理 4.9 当 a 0 , a ! 充分大和 /x 充分小时，边值问题 （4.165)，（4.180)， （4.182) 的 
矩阵 Green 函数 G ( t , s , fi ) 存在、唯一且满足不等式 


II G ( i , s ,/ x ) |K cexp - 


K S 


t 




亡 o < f < 亡 1 ， ^0 ^ ^ ^ ^1 


(4.191) 


⑷区间 [0, i 0 ]. 

( a ) 我们首先考虑辅助方程组 (4.170). 类似于在区间如, h ] 上对 (4.167) 所做 
那样，可以在半直线0 < 6 0 ^ to < oo (这里6 0 充分大）上利用 [50] 中的方法对方程 
组 (4.170) 构造形为 


Ui(r Q ) = B ⑼ ai(T 0 ) exp(Ai ⑼ t 0 )， i = 1， ... ， M ， （4.192) 

的基本解组，其中 a ,( to ) 由方程 

# 0 

竞= ( A ⑼-又⑼ E M ) a £ + Diro )^ (4.193) 

及条件 _ _ 

咖 0) -0, 当 贼⑼〉 Re _， 

aj ( oo ) = 1, (4.194) 

4( oo ) = 0,当 ReAi ( O ) ^ ReA ^ O ), 
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决定，其中 


D( T0 ) = S- 1 ⑼△ (3 (7"。)列0)， 


(4.195) 


而且量知选得这样大，使得在关于 ai ( T 0 ) 的等价积分方程组中的积分算子成为一 
个压缩算子，这样选取6 0 是完全可能的，因为由（4.169)，当 t 0 > 知时有 || D ( r 0 ) ||^ 
cexp (— k 6 o ). • 

向量函数 ai ( r 0 ) 可以表示成 

at (r 0 ) = ej + e*(ro), (4.196) 

其中有 || ei ( To ) || 彡 cexp (- Kro ) (关于常数 k 和 c 参看§10中第3段的注1和注 2 ). 

从知到0运用连续的方法延拓方程 （4.193) 的解 ai ( T G )，i = 1, ■ , M , 即得 
(4.170) 在[0, oo ) 上且形式为 (4.192) 的基本解组，此外对 ai { r 0 ) 的表达式 (4.196) 
也是正确的. 

我们用 a ( r 0 ) 表示其列为 a ^ ro ) 的矩阵，并建立一个对今后来说是重要的不等 
式： 

det ( S (0) a (0 ))n ^ 0. (4.197) 


假设这个不等式不成立，并考虑 （4.170) 的解 

k k 

u(r 0 ) ^ ⑼ ai(r* 0 )exp(Xi(0)T 0 ); 

t=l i=l 

显然这个解当 ro - oo 时趋于零.可以选取 q (不全为零）使得 u(t 0 ) 满足条件 

clu(tq) = 0- 

事实上，由此条件可得=1,…，&的线性方程组 

k 

a ^ CiS (0) a *(0) = 0， 

t=l 

其系数行列式为 det ( S (0) a (0)) n , 于是若 det ( S ⑼ a (0 )) n = 0,则这个方程组存在非 
平凡解 h 从而推出方程组 （4.170) 在满足条件 （4.171) 之下有非零解 W ( r 0 ), 这与要 
求3°矛盾，因此不等式 (4.197) 成立. 

( b ) 我们现在转到方程组 (4.167) 在区间[0,化]上的问题.做自变量的变量替换 
t = r 0 / x , 于是 (4.167) 可以写成 

Q/it 

—= 3 ⑼ +Ao(To)]w + ff(To ， //)w ， 0 < To < r 0 = a 0 | ln //|， (4-198) 

OTo 

其中 H { r 0 , fi ) = 3( t 0 ,/ x ) - 3(0)+ Ai . 显然， 当 /x — 0 时有 || //( t 0 ，/ x ) — 0 关于 

r 0 G [0, ro ] 一致地成立. 今后，为了简单起见，无论是矩阵、向 量， 还是数值函数，只 
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要当 /X — 0时关于 T 0 e [0, —致地趋向于零，我们都用同一个记号 ^( t 0 j / x ) 来表 
示它们.因此， H(r 0 ,fi)= a ;( r 0 ,/ i ); 从而函数的变量替换 w = 5(0)7? 将 (4.198) 变成 

参 = A(0)rj + D ( r 0 ) r/-h cj(r 0) fi)rj, (4.199) 

dr 0 

这里 A (0) 由公式 （4.172) 决定，而 D(r 0 ) 是由公式 （4.195) 所定义. 

我们在0 < 6 o < t 0 < 7 0 上来构造 （4.199) 的形式如 


??t(T 0 ,/x) = A(T 0 ， /x)exp(Xi(0)r 0 )， i = 1 ， ... ， M ， 

的基本解组.将 (4.200) 代人 (4.199) 即得 ^( to ,//) 的方程 


dTQ 


( A (0) - Xi (0) E M ) l 3 i + D ( T 0 )/3 i + o ;( T 0 ，//)/3 i ， 


这是方程 (4.193) 的正则摄动方程.关于 A ( r 0 j / x ) 我们给定边界条件 

Pi ( bo ) = 4(6。）= 0，当 Rel ⑼〉 R ^ A ^ O ), 


的(〒。）二 4( 亍0)， 


当 Rel ⑼⑼ 


(4.200) 


(4.201) 


(4.202) 


其中 Qi ( r 0 ) 是边值问题 (4.193) (4.194) 的解. 

当6 0 彡 t 0 彡7 0 时，将边值问题（4.201)， (4.202) 的解 ft ( r 0 ,/ x ) 与前面边值问 
题(4.193)， （4.194) 的解 q ^ to ) 进行比较（不难写出关于差 A ( r 0 ,/ x )- a ^) 的具有 
压缩算子和小右端的线性积分方程)，即知当知充分大且 /x 充分小时，问题（4.201)， 
(4.202) 的解存在、唯一且可写成 


/3i(r 0 ,/x) = a*(r 0 ) +u;(t 0 ， /x )， 6o ^ ^ r 0j i = 1 ，…， M. (4.203) 

将所构造的方程 (4.201) 的解 A ( t 0) / x ) 从 6 o 到0进行连续地延拓，显然这个解 
仍然保持 (4.203) 的形式，因此方程组 （4.198) (或者对变量 t 来说，即方程组 (4.167)) 

在[0, ％]上具有形式如 


Wt ( r 0 j / x ) = S ⑼ /3 i ( T Q ，/ x ) exp ( Xi (0) TQ)，i = 1，... ， M ， （4.204) 

的基本解组，而且对解 A ( r 0 j / x ) 来说，表达式 （4.203) 是正确的，其中当 /x — 0时有 
a ;( r 0 ,/ i ) — 0对 t g € [0, —致地成立. 

记 /3( r 0) / x ) 为其列是 A ( td ,/ x ) 的矩阵，于是由 (4.203) 即得 

det(B(0)/3(0 ， /x))ii 二 det(S(0)a(0))n +a ； (/x). 

其中无论是现在还是以后,我们总是以 uj ( fi ) 表示当 /X — 0时而趋于零的任一个依 
赖于 / x 的量，于是根据 （4.197) 即知，当 / x 充分小时有 

det(S(0)/3(0,/x))n^0. (4.205) 
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( c ) 利用基本解组 (4.204) 和不等式 (4.205), 与在⑶ （ b ) 段中一样，可以构造方 
程组 (4.198) 满足条件 

au(0,fi) = 0 (4.206) 

的 （M — fc ) 个线性无关解 Sj ( r 0 ,//), j = + 1，…， M ; 而且可将它写成 

Wj(r 0j /x) = 7j(To ， /x)exp ①⑼ t 0 )，j = + 1 ， … ， M ， （ 4.207) 

其中 

7j(To ， /x) = S(0)(ej-hej(r 0 ) +a;(r 0) /x)). (4.208) 

不过这里的 9( t q ) 与 （4.196) 中的并不是同一个函数，但却像在 (4.196) 那样也满足 
不等式 || £ j ( r 0 ) ||^ cexp (- Kro ), 因此在此利用同样的记号. 

完全一样地可以构造 (4.198) 满足条件 


bu ( ro , fi ) = 0 (4.209) 

的个线性无关解.这种构造的实质在于 

A ( t 0 j / x ) = ai ( ro ) + u ;( r 0 ,/ x ) = + ei ( ro ) + u ;( r 0 ,/ x ) = q + u ;(")， 

亦即 

det(S(0)^(r o ,/i))22 = det ^22(0) + 0^(//), 

由此及条件 4° 即知当 // 充分小时有 

det(B(O)/30fo ， /x))22 # 0. 

这个解可以写成 

5 j ( T 0 ，/ x ) = 7 j ( T O ，") exp ( X /0)( T O - 7 0 ))， j = 1, …， k , (4.210) 

其中 

7 j ( T 0，/ i ) = s ⑼⑷ + q ( T 0 ) +~( T 0 ) + U ；( T 0 ，/ i )， （4.211) 

而且 Sj ( r 0 ) 是具有在 (4.196) 中同样性质的函数， II 心 (To) II 彡 cexp (/ t ( r 0 - r 0 )). 

我们将这一结果写成如下 引理： 

引理 4.10 当/ X 充分小时，方程组 (4.198) (从而与它等价的 （ 4 .1 67 )) 在区间 
[0, r 0 ] 上有形如 （4.207)， (4.210) 的基本 解组; 此外，解 (4.207) 还满足条件 ( 4 . 2 06)， 而 
解 （4.210) 满足条件 （4.209). 
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我们把上面所构造的基本解组写成如下矩阵形式: 


C/(r 0 ,/x) = 7(To ， /x)diag(eX 1(0)(T °_〒 0 ) 


e 


Afc( 0 )(T O -To) 


e A fc+ i( 0 )ro e AM( 0 )r o 


(4.212) 


其中 7 ( r o ^) 是其列为 7t ( T o ,/ x ) 的矩阵. 

建立 - f - Hro . fi ) 在0 < t 0 彡〒0, 0 < /x < // 0 上的一致有界性对今后的讨论是非 
常重要的，为此我们将区间[ 0 , ％]分成三个 部分： [ 0 ，&],恥，％ ^ % 

在中间区间％, r 0 - b 0 ] 上利用 （4.208) 和 (4.211) 即得 


det7 ( T 。,//) = dctB (0) + O ( exp (-«6 0 )) + a ;( ro ,/ x ). 


由此推出，当&充分大（但当 "— 0时是固定的）且 / x 充分小时有 

I det7 ( T 0 ，/ x )| 彡 c > 0，当 & 彡 t 0 彡？^ — 石 0 . 

为了在0 < 吓< &上证明这样的不等式，我们利用等式 

detC/(r 0 ,/x) = det 7 (t 。，"）exp ((Xi(0) + .. ■ + A fc (0))(r 0 - r 0 ) 

+( Afc - i - i (0) + ■.. + Am (0)) tq j , 


由此即得 

det7 ( T 0 ，/ x ) 二 

det7 ( 6 0 ,/ x ) 
而由 Liouville 公式有 


det ?7( r 0 ,/ i ) 

detC /( 6 0 ,/ x ) 


exp ^( Ai (0) 


+ ... + Am (0))( 石 o — to ))， 


(4.213) 


det £/( r 0 ,/ x ) 

det U ( 6q , m ) 



M 、 

^^(■4 -f Aq + Ai)ndrj. 


当 0 < 吓 < & 时,上式及 (4.213) 中的幂指数都是一致有界，且以某些正常数为其上 
界和下界，因此由 (4.213) 即得 


det7 ( To ，//)| 彡 c > 0 ，当 0 彡 t 0 彡 5 o . 

可以在 ro - 6o ^ ro ^ ro 进行类似论证，因此 

det7 ( T 0 ，/ x )| 彡 c > 0 ，当 0 彡 t 0 彡 ？0 < /X 彡 / x 0 ， 

亦即 7 _ 1 ( r o , A i ) 对 0 彡 t 0 彡7 0 , 0 < / X 彡 /xo —致有界. 

( d ) 利用基本解组（4.212)，并像在 （3)( c ) 和 （3) ⑷段中那样进行论证，不难证明 
类似于引理 4.8 和引理 4.9 的如下两条引理（在叙述这两条引理时，我们回到原来的 

变量匕并且为了区别 7( tg ,/ x ) 和(参看 (4.183)), 我们用 ( t . fi ) 表示 7(^0,/^)- 
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引理 4.11 当 /x 充分小时，方程组 (4.167) 存在唯一满足边界条件 

(0) X , L (°) u X _( 0 )0 

a u q (0, //) + 6 w 0 [toy fi) 一 u 

的解切 Q 而且它可以写成 


no 

[ diag ( ei ， … 


( 0 ) , 

， e k ) 7 n 1 (0,/ x ) 


(4.214) 


⑼一 1 

diag ( e fc +1 ， •…， e M ) ^22 (化， M ) 


其中 


ei = exp ，当； = 1， ... ， M 


ei = exp 〔厂入 £(0)( 亡一 ^o)J ) 当 i + 1 ， ... ， M. 

出现在 （4.214) 中的量 ( 7 u (0^) 当 0 < /x 彡 /xo 时的存在性和一致有界性是从 
det 7^ (0,/ x ) = det Vn (0,/ x)det V22 (0,/ x ), 从而 |det V11 (0,/ x )| > c > 0 推出的.类 
似地可以证明，当0 < " 彡/ X 。时，的一致有界性. 


引理 4.12 当 /X 充分小时，方程组 （4.165) 在边界条件 


au (0 7 / x ) 


bu(to,fi) 


(4-215) 


之下的矩阵 Green 函数 G ( t ， s ，/ x ) 存在、唯 一 且满足不等式 


G (£ ， s ， /x )| 卜 cexp (- 


K\t — S 


)， 


0彡 i 彡亡0， 0彡 s 彡亡 o . 


(4.216) 


(5) 区间 1]. 

在这个区间上进行像第 （4) 段中那样的构造之后，不难证明类似于引理 4 .10 
4.12 的引理.我们给出如下两条类似的 引理： 

弓 I 理 4.13 当 / x 充分小时，方程组 （4.167) 存在唯一满足边界条件 

a uq (tijfi) +0 Uq (1>M) = w 


⑴ 


的解 V 0 ( t ，/ x )， 而且它可以写成 




其中 
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9 i = exp ( - ti ) ], 当 i = 1，•…， fc , 

f 1 


gi = exp ^- A *( l )(<： - 1)J , 当 i = k + 1，...，M 

而矩阵 ¥ 是类似于在公式 (4.124) 中的矩阵空 

引理 4.14 当 /x 充分 小时， 方程组 （ 4.165) 在边界条件 

= 0 ， bu(l 7 ^i) = 0 

之下的矩阵 Green 函数 G(t, s,fi) 存在、唯一且满足不等式 


G (t, s, fi) 


^ c exp (- 


n\t — S 


)， 


(4.218) 


ti ti ^ s ^1 


(6) 我们现在构造方程组 (4.165) 满足边界条件 


au(0 5 /x) + 6^(1， "） = 


u 


0 


(4.219) 


的解为此，我们利用上面在三个区间的每一个上所构造的方程组 （4.167) 在 
(4.219) 类型的非齐次的边界条件下的解，以及对应边值问题的 Green 函数. 

在区间[0 ,糾上有 

(0) f to 1 (0) 

w(t，//) = u Q + / - G (t, s y ^)f(s^)ds, (4.220) 

Jo M 


式中切。是由 （ 4.124) 式所决定，这时需要 令切。 = ( Ul ) t 在此 《是 

y u 2 (to,fi) J 

向量 d 的第一块， U 2 (to,fl) 是所求向量函数 u(t,fi) 的第二块在点紿处的值，而 
( 0 ) 

G (t, s, fi) 为边值问题（4.165)， （4.215) 的矩阵 Green 函数. 

在区间 [ 心 y 上有类似的 公式： 


广 1 1 

=u 0 (t,fi) + / -G(t,s,fi)f(s^)ds y 

Jto M 


(4.221) 


式中仰⑺ / X ) 是由 （4.189) 式所决定，这时需要令 a = 在此 mito . fi ) 

K u 2 {t\,y) J 

和 U 2 (t uf l) 为所求向量函数 u(t^) 的第一块和第二块分别在点心和点 h 的值，而 
G(t,s ， fi) 为边值问题 (4.165 )； (4.180), (4.182) 的矩阵 Green 函数. 

最后，在区间 1] 上我们有 




⑴ 


1 1 ( 1 ) 

0 ( 亡， M)+ I - G {t,s,fi)f{s,fi)ds, 

t 0 M 



(4-222) 
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式中 I 化 / i ) 是由 (4.217) 式所决定，这时需要令 ( i )G 


u % 


，在此, Ui (^ i , m ) 


是所求向量函数 u ( t , /I) 的第^块在点 h 处的值，岣是已知向量 J 的第 二块； 而 

G 5, / X )为边值问题（4.165)， (4.218) 的矩阵 Green 函数. 

由 (4.220), (4.221)， (4.222) 式还无法决定所要求的解这是因为这三式右 

端的第一项（即 项逆。 u q ( t ，/^ 含有所求解本身在 点如和 h 处的 
值.我们准备用 （4.220) 〜 (4.222) 式本身来求出这些值. 

在 （4.220) 和 (4.214) 中令 k ‘则可得第一块 ui ( i 0 ,/ i ) 的如下表达式 


⑼ 


Ui(^o,M) =7 11 (i 0) M)diag^ei Al(0)to , ••- , e^ fc(0)to j 7 u(0,m)wi 

(0) (0) / 1 (0) \ 

+ 7 12 00, M) 7^2 (^o,m)w2(^o,m) + yj - G (^0,5,/i)/(5,/i)d5j 

我们把右端的第一项与第三项的和记作&(/!)，并注意到这时有 


(4.223) 


e 


^Ai(0)to _ gAi(0)ao| ln/x| _ |# ao|ReAi(0)j 




UJ(/X )， i 二 1, … ， k, 


(我们 记得： uK / x ) 是表示任一个只依赖于 M 且当 M — 0时有 || +) |h 0的 M 的任 
何矩阵、向量或数量）. 

其次我们注意到由 (4.208) 式可得等式 

( 0 ) ( 0 ) 1 , 

7 12 (^0) M ) ^ 22 (亡 0， M ) = 万12(0)万22 (0) + ^(")- 


因此 (4.223) 可以写成 

ui(t 0 ,fi) = [BidO )%/ ⑼ +uj ⑻ ] U 2 G 0 ，"） 

用类似的方法从 (4.221) 可得： 当^ &时有 

W 2( to ， M ) = ⑼ + OJ (/ i )] Ui (^)，/ i ) + UJ (") U 2( 亡 l ，/ x ) + 九 2( M ) 

而当 i h 时有 


(4.224) 


(4.225) 


ui (^ i , M ) = uj (/ x ) ui ( i 0 , M ) + [万^⑴^^⑴ + aJ (/ z )] U 2( h ，/ x ) +/ i 3 ( M ). (4.226) 

完全一 样，当 f h 时，从 (4.222) 可得 

叱(亡 i ， M ) = ⑴ w ⑻] wi ( h ， M ) + Mm ). (4.227) 

我们来证明，当 ^ 充分小时，关于 ui ( to , fx ) i u 2 ( t 0 l fj / ), u 1 ( h , fi ), U 2 ( ti , fi ) 的线性 
方程组 (4.224) - (4.227) 有且只有一个解.由于当 M — 0时，（4.224)， (4.225) 的极 
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限方程与（4.226)， (4.227) 的极限方程完全分开，因此我们只需分别证明对于 (4.224), 

(4.225) 和（4.226)， (4.227) 的齐次极限方程组都只有零解.我们只就对应于（4.224)， 

(4.225) 的齐次极限方程组进行证明，即方程组 

Ul = 氏2⑼ ■^" 2 1 (0) U 2， U 2 = ^21 

为此我们考虑非退化变换 U = B ⑼ 7 J ， 或者写成分块的 形式： 


Ui = Bh(0)t]i + 丑 12 (0) 仍， U2 = S 2 i(0)7yi + ^22(0)^2 - 

由此即见，当 m = 0时有 

m =B 12 ⑼万 ^ ⑼叱， (4.228) 

而当仍= 0时有 

U 2 = B2i(0)B^ui ， (4.229) 

由于 ry = 0 时对应于唯一解 u = 0, 因此方程组 （ 4.228), (4.229) 只有零解，所欲证明. 

因此当 M 充分小时，由方程组 (4.224) 〜 (4.227) 可以唯一决定 
Ui(h ， M) ， W2( 〖 i ， M) 的值,将这些值代人 （ 4.220) 〜（ 4.222 )， 即可求出边值问题 （ 4.165 )， 
(4.219) 的解，而且不难看出这个解是唯一的. 


十、定理 4.2 的证明 我们回到余项的方程组（4.161)，并将其 


写成 


+ Fy { t , fj,)v + Gi ( u , V , t , / i ), 


dv 

dt 


(4,230) 


fz ( t ,^) u-h f y ( t } fj ,) v-h G 2 ( u , v , t , fi ); 


其中 A ( t ^) = F z ( t ) + U 0 F z ( t q ) + QoF z ( n ) 满足第九段的条件 1° 〜4°，从而在 
第九段进行的所有构造对它都是正确的.我们记得 G u G 2 还具有用不等式 (4.159), 
(4.160) 表示的两条重要性质. 

我们把方程组 (4.230) 在条件 (4.162), (4.163) 之下的定解问题转化成可以运用 
逐次逼近法求解的积分方程组（某些细节由于太繁复而略去了）. 

由 (4.230) 的第二组方程可得 * - 


= V ( t ,0, fi ) v ° + / V ( t , 5, / x ) [ f z ( s , / x ) u ( s , / x ) + G 2 ( u , v , 5, / x )] d5 , (4.231) 


这里 F ( M ， M ) 为齐次方程组 


= /y 1^(5, 5, /i) = E^f, 
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的基本解 矩阵； 由于 f y ( t ^) 的有界性,当0 < s < 1，0 < /X < Mo 时，它满足不等 
式 II V ( t , S ,/ jL ) ||^ C. 引进记号 

i? ( 亡， 5, /X) = V"(t ， S ， /z), 

Q 2 (u,v ， t ， fi) = V{t t 0 } fi)v° + J^V(t, s ， ^)G 2 、 u ， v ， s，^)ds 
后，可将 (4.231) 重写成 ^ 

v(t, fi ) 二 I H(t, 5, /x)u(5, fi)ds + Q 2 (u, v, t, /x). (4.232) 

Jo 

显然，核是有界的，而积分算子 Q 2 ( u ， M ， M ) 具有类似于函数 G u G 2 性质 
的如下两条性质： 

1.当0彡 t 彡1，0 < / X 彡 Mo 时有 


II < 32 ( 0 , ( M ，/ x ) ||^ c / x n+1 . 


这个不等式容易从 （4.164) 和 (4.159) 得到. 

2. 对于 Ve > 0,3 常数 J = J(e) 和 / xo = 洲⑷使得只要 || ui(^/x) IK ^ 
II W2(f ， M) II 彡 A II U1( ，， M) II 彡 A II v 2(t,fi) II < s, 则当 0<f<l ， 0</x 彡 /x 0 时有 


Q2(ui,vi,t,f^) - <32(«2 ， ”2, 尤， M)| 彡 e 


m^JII u 1 ( t ^)- u 2 ( t , fj / ) II 


+ 11 Vl { t ^) - V 2( t , fi ) II ]. 


将 (4.232) 代入 (4.230) 的第一组方程即得 


fi— = A(t,fj,)u +Fy^fi) J H(t, 5, /x)u(s, fj,)ds + Qi (u, v, t, fi), (4.233) 

其中 Qiiu . v ^ t . fi ) = Gi ( u , v , t , fi ) + F y ( t , fj ,) Q 2( u , v , t , fx ), 根据 （4.159)，(4.160) 以及 
Q 2( u ， v ， t ， fi ) 的两条性质，算子 Qi ( u , v , t , fj ,) 具有与 Q 2 ( w ， M , M ) 同样的性质. 

在把 (4.233) 右端的后两项看成非齐次项，以及利用第九段构造的矩阵 Green 函 

数 (S G (^,/ x ) 和 S 5, fi ) 之后，我们可用 （4.220) 〜 (4.222) 型的如下积 

分方程组来代替方程组 (4.233) 及其边界条件 (4.162): 






*0 ( 0 ) 

G ( t , s , fi ) 


+ Qi ( w ，¥, M ) 


Fy(s, /i) J H(s,p, /i)u(p, fj,)dp 

( 0 ) , 

ds+ u 0 (t ， 〆), 当 0 彡 t < t 0 ， 


(4.234) 


1 产 

w (亡， M ) = — / G (^ / i ) 


d $ + u 0 ( t , fi ), 当纪 < f < ti ， 


(4.235) 
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•⑴ 

u(t, /i) = - / G (M ， M) 

M Jti 


+Qi(u,v,s,fi) 


F y (s ， fi) I 。 H{s,p^)u(p, fi)dp 
ds+ (i)o (tyfi), 当亡 1 彡（彡 1. 


(4.236) 


我们将 （4234) 右端的积分分开成两项，并令 


i 0 Lu d ^- f t °G(t i s,fx)F y (s^) 

M Jo 



H(s,p, fi)u{p, ^i)dp 


o 


d$ 


(0) def l 广 o (0) 

Q (u y v,t,fi) = - G ( 亡， 5 ， /i)Qi(W ， l ；， 5 ， /i)(i5, 

M Jo 

对 (4.235) 和 (4.236) 的右端也进行类似的表示: lu ， Q ( u ， M ， M ) 和 ( 1? % ( 5 ( u ， W ， M )_ 

根据上段对矩阵 Green 函数 ® ( M , M )， G ( M ， M ), $ ( M ， M ) 得到的指数式估计，以 

( 0 ) ( 1 ) 

及 Qi(u, v, t, / x ) 的两条性质，积分算子 Q ( w ， r ， t ， M )， Q ( u ， r ， L / x ) 也具 
有与 <3 i ( u ， M ， M ) 同样的两条性质. 

(Q) rto rt rto 

我们首先研究 l 将积分 y 分成两项 之和： 

分部积分即得 0 



0 



，然后对每一项进行 


⑼ 

L u 





G {t,p^)Fy{p,ii)dp 


0 



H($,p, fi)u{p, ii)dp 


o 


^ Jo 



G (t,p, ^)F y {p, ii)dp 


o 


A 

ds 


o 



H(s,p y fi)u{p, fj)dp 


o 


+一 



G (t ， p ， fi)F y (p ， fi)dp 





to 

to 



H(s,p, fi)u{p, fi)dp 


0 


to 


ds 



G (t,P, ^)Fy(p, fi)dp 


to 


土 

ds 



H(s,p, fi)u{p,fi)dp 


o 


ds 


(0) (0) (0) (0) 

并将这个等式的右端四项分别记为 A u ， l 2 u ， l 3 u ， l 4 u . 此外，引进记号 





G (t,P, fi)F y (p,fi)dp 


(4,237) 


( 0 ) ( 0 ) 

于是合并 h u 和 L 3 u 即得 



t 


( 0 ) ( 0 ) ( 0 ) i def 

Liu^r L^u=Ki / H(t,$^)u($ y fi)d$ = 


o 





o 


♦ 

其中 y (t, s , fx ) d =Ki 根据对 ( G ) (t t s, / x ) 的估计式 (4.216) 以及 

Ki ( M ， M ) 的表达式 (4.237) 即可推出 ( M ， M ) 的有界性，亦即货 ( M ， M ) 的有 
界性. 
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其次我们研究 «，因为 H ( S , P ^) = V { s , p ^) f z ( p ^\ dF( ?’ M) = fy ( s ^) 


V ( s y p y fi ), V ( s , s y fi ) = E m , 所以 


d $ 


^ J i ?( s ， p , MMp ， M )^ = i ?( s ， s ，/ x ) u ( s ，/ i ) + ^ dH ^ V '^ u [ p , fi)dp 


ds 



f z ( s , fi ) u ( s , fi ) +,/ f v [ s ， fi ) H ( s ， p , fi ) u { p , fi ) dp , 

0 


利用最后这个等式及记号 (4.237) 即得 

(0) ft (0) r 

L 2 u =- I Ki f z ( s ^) u ( s , fi ) + 

0 L 



0 


fy { s , fi ) H [ s , p , / x ) u ( p , ds , (4.238) 


从 （4.237) 及 (4.216) 得出，当 0 彡 s 彡亡彡 t o ,0</ x<Mo 时有不等式 


Ki ( M ， M )| 卜 



-cexp. -tol|dp<cexp 

o M V M 


K(t — S) 


成立，由此即得 



t 


0 


Ki ( M ， M ) 


ds ^ cfi 


(4.239) 


( 0 ) ( 0 ) 

现在从 (4.238) 不难推出线性积分算子 L 2 具有与 Q —样的两条性质.事实上，由 

( 0 ) 

于当 u = 0时有 u = 0,即知第一条性质成立，而第二条性质由 （4.239) 即可得到. 

( 0 ) 

类似地可以证 明，“ 也具有同样的两条性质.下面我们将用心记一切具有上 
述两条性质的线性算子.因此 


⑼ 

L u = 



K { t , s , fi ) u ( s , / x)ds + L e u , O ^ t ^ to . 


(4,240) 


o 


我们现在转到 （4.235) 并研究积分 


Lu 





r G(M ， ")F y (5 ， /i) 

to ^ 



o 


i ?(5, J ?， ^) u ( p , ds 



将被积函数中的积分 / 0 分成两个积分之和、 



*0 



，由此可得 


to 


«0 A 

Lu = / K ( t , s , fi ) u ( s } fi)ds + Lu 
o 



tl 


其中 K ( t ,$, fi )= / - G ( t ， p ， fi ) Fy { p ， fi ) H { p , s ， fi)dp 当 f 彡 h ，0 < s < * 0 时，由 
(4.191) 即知它也 是二个 有界核，而 


*11 

Lu — I — G ( t ， 5, ( s ，/ i ) 

to ^ 




to 


H ( s , p , / x ) u ( p , / x ) dj?j ds . 
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像对 L u 那样对 Zu 进行变换之后，可得类似于 （4,240) 的等式 


Lu 



t 


K ( t ^ s y / i ) u (5, fi)ds + L e u . 


其中 


邱， 5 ， /i) 



-G(t ， p,fi)Fy(p,fi)dp 

M 


当 kfb io 彡 Sf 时，由 (4.191) 即知它也是一个有界核，因此 


Lu 



K ( t ^ s , / i ) w (5, / i)ds + L s u 5 to < t < 


⑴ 


最后，类似于 Lu ， 对 'L u 进行变换之后可得 


⑴ 

L u = 


ft, ^ G (t, S, fi)Fy(s, /i) [ /o H(s,p, /i)u(p, ds 


⑴ 


/o K ( t y s , fi ) u ( s , fi)ds + L e u , f 1 < f 彡 1， 


⑴ 


(4.241) 


(4.242) 


其中 K ( t , s , / i ) 当 h t 彡1， 0 < s < t ，0 < /x < /io 时是一个有界核. 

( 0 ) 

利用（4,240)， (4.241), (4.242), 并保留具有前述两条性质的和式 Q + L e u，Q + 
( 1 ) ( 0 ) ( 1 ) 

L s u , Q + L £ u 中的前一个记号 Q ， Q ， Q ， 将方程组 （4.234) 〜 (4.236) 重写成 

( 0 ) f 1 ( 0 ) ( 0 ) 

u ( t ， M ) = w o (尤， M ) + / K ( t ， s ， fi ) u ( s , fi ) d $+ Q ( u , 当 0 < * < to ; 


t 


= u 0 ( t , fx ) + / K ( t , s , fi ) u ( s , fi)ds H - Q ( u , v , t , / x ), 当 《亡 l ; (4.243) 

Jo 

(l) f l (l) (i) 

u ( t , / x ) = u o (^, m ) + / K (tj s , fi ) u ( s , fi ) ds + Q ( u , v , t , fj ,), 当蚵 < t 彡 1. 

类似于在第九段对方程组( 4 . 22 0)〜 (4.222) 所进行的讨论，我们从方程组 (4.243) 

求出含在 ( S ) 0 uo ( i ,/ i ), ( uo ( t ， p ) 中的值 ui (^ o , m )» u 2 ( t 0j ^) t ui ( h ，/ x )， u 2 (^ i ,/ i ). 

在第九段曾证明完成这种运算是唯一的.所得到的关于 ^( to ，/!)， U 2(( Q ，/ i ), 

U 2( ti ,^ l ) 的表达式将含有积分项 

(/ K (tQ z s^)u(s,fj,)ds^ , (/ i^ 0 ， s ， /i)u(s ， /i)ds )， 

(乂 ， （乂 K (ti,s,fj,)u(s,fi)ds^ ; 

( 0 ) ( 1 ) 

我们将这些积分的每一个，与积分算子 Q ， Q ， Q 的#块，以及满足不等式 II J IK 
叫〜 1 (参看 (4.164)) 的向量 J 的分块，都用记号 Zu 表示.将这些表达式代回到 
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(4.243)，于是由（4.214)， (4.189) 和 (4.217) 即知，每一^ lu 型的积分项在 (4.243) 的第 
一 组方程是位于0 (exp 阶的因子中，在第二组方程是位于 


0 (exp (- —~^ 或者0 (exp ( — 



K(ti 一 t) 



阶的因子中，在第三组方程是 


位于0 (exp (- 阶的因子中.我们用记任何一个这种因子与型 



积分项的 乘积; 显然，对相应区间上的任意点 h 和、任意的有界函数 /( i ，/ x )， 以 
及线性积分算子的核满足条件 





(4.244) 


从项 l ( t ， W , uo ( t ^), u \ 中抽出型的项，并将剩下的项相应地放 
( 0 ) ( 1 ) 

进算子亡 Q ( w , M ， M )， 这些算子仍然保持上述两条性质•引 


进记号 


雖 5，/ i ) 


Q { u , v , t ,\ i ) 


尺 （ M ， M )， 当0彡 t 彡妃，0 

K ( t , s , / x ), 当 kf 彡 h ， 0彡 s 彡亡， 
( 1 ) 

K (^5,/ i ), 当 h 彡 1，0彡 S 彡亡; 

(0) r 

Q («， m ， m )， 当 o 《 亡 0 ， 

Q { u , v , t ^), 当亡 o 《 K 亡1， 

(i) r 

Q ( u ， M ， M )， 当亡 i 彡 f 彡 1. 


于是可将 (4.243) 式写成 


略 M ) 



t 


K { t , s , fi ) u ( s , fi)ds + + Q ( u ， I ；，亡， / x ). 


(4.245) 


此外，利用核 K ( t , s , / x ) 的预解式 %5,/ i ) K { t , 5, / x ) 的有界性可知云 ( M ， M ) 也 
是有界的）.我们可用与 (4.245) 等价的积分方程 


〜 /^〜 r 〜 1 

u(t/x) = I^u + Q(u ， i; 乂 /X) + / i^ ， s ， /i) Ly,u-\~Q{u,v,s^) ds 

Jo 1 J 


(4.246) 


L ^ u -\~ S { u , v , t , ft ) 


来代 替它； 由于 （4.244) 及 0 的两条性质，因此这里的 S ( u ， v ， t ， fi ) 也具有与 
Q ( u , v , t . fj ,) 相同的两条性质 • 

至于方程（4.246)，我们借助于线性积分算子的核 K ^ s ^) 的预解式 
化 ( M ， M ) (其存在性和有界性可由核 KM , s ^) 的性质 (4.244) 推出)，可用与它等 
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价的积分方程 


u ( t ,/ jL ) = S [ U ， V ， t ， fi ) + S , fi ) S ( u , V , S, fl)ds = 

Jo 


(4.247) 


代替它,其中积分算子 Siiu . v . t . fx ) 也具有与 S ( u , v , t ^) 同样的两条性质. 

关于 u ( t y fi ), v ( t ^) 的积分方程组（4.232)， (4.247) 与方程组（3.103)， (3.104) 完全 
相似，因此像在第三章 5 P 样，可用逐次逼近法证明其解的存在性，并得到估计 | Kt ,/ i )|| 
彡 c / i n+1 ， II 水 M)IK c / i n +1 , 由此即得 （4.150). 

为了证明定理 4.2 结论中解的局部唯一性，我们注意到对 Ve > 0,1 > 0使得只 
要在曲线4 (见第六段）的5邻域中，存在边值问题的两个解和 u 2 ， i ; 2 , 则由 
Q 2 的第二条性质以及*^的类似性质，根据 （4.247) 和 (4.232) 即得 


\\ u 1 ( t ^)- u 2 ( t , fi )\\ ^ e max \\ ui ( t , fx ) - u 2 ( t , fx )\\ + \\ vi ( t 7 fi ) ~ V2 ( t ^) 

U 各丄 L 


Ibi ( 亡， M) 




0< t<l 

^ 2 (^m)II ^ c limit, /x) - u 2 {t, /x)|| 


max 

0< t<l 




由此得出 


max 

0< t<l 


~u 2 (t, fx)\\ + - v 2 (^m)||] 


^ (c + 2 )e - u 2 (^/ x )|| + \\ vi ( t , fi ) - v 2 ( t ^)\\ 


取£< 


1 


c + 2 


即得 


max 


wi(^m) - w 2 (^m)II + ll^i (^m) - 



从而 Ui(t,fi) = U2(t ， fl), Vlit.fl) = V 2 (t,p). 定理 4 . 2 证毕. 


注在 B . A . Tyn ^ neB 工作中，他在稍微不同的假设下证明了类似于定理 4.2 的定理（参 
看 [57]). 他在特征值 Mt ) 上只加上条件 (4.96). 但是为了保证零阶边界层项 nozirohQozln ) 
很小，他要求 || a (/- 知⑼)||和||&(/-知⑴)||充分小，这与定理 4.2 的条件相比较是一个实质 
性限制 • 在这些条件下，不难按照 [60] 的办法证明 定理. 作为方程组 (4.158) 中的系数应当取 
F z ( t ), F y ( t ) J z ( t ) J y ( t ). 这时函数 G !, G 2 满足不等式（4.159)，而在 ||11 0 ；^。)|| 和 || Q 0 ^( ti )|| 
充分小的假设下,它们还满足不等式 (4.160). 其次应当做变量替换 w = T ( t )( Zl ), 其中矩阵 T ⑷ 
将⑷变成对角分块阵 * - 




C ^( t ) 0 

0 C ~{ t ) 


这里 C + ⑷是以 XW ) ，… ， X fc ⑷为特征值的矩阵，⑷是以 A fc +1 ( i ),--- , X M ( t ) 为特征值的 
矩阵 [53] 中证明了这种矩阵 T ( i ) 的存在性.其次利用齐次方程组 

C ^( t ) W u ^ = C ~( t ) W 2 
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的基本解矩阵和 W 2 { t J s ^) J 根据引理3.2,它们满足估计 

—~~ —Y 当0 < /i < mo , 

M / 

—~~ —Y 当 
M / 

可以将关于的方程组（类似于第三章所做的那样）转变成积方程组，而对于后者用逐次 
逼近法容易证明所论边值问题在退化解的邻域中存在唯一解及估计式 (4.150). 

更为复杂的定理 4 . 2 证明，恰好是与 || a (/ -办(0))||和||&(/ -办⑴)||不是很小有关. 

十一、更一般的定解条件假设方程组 (4.89) 的边界条件有与 §13 同样的形式 


< cexp 


\\W 2 (t,s : fi)\\ < cexp 


i ?( z (0, m ), y (0, / x )， z ( l , fj ,), y ( l , fj ,)) = 0, (4.248) 

其中 i ? 为 （M + m ) 维 向量; 这时可以按照 §13 中提出的格式进行讨论，但是现在作 
为辅助问题的解，我们不用初值问题的解，而是用以 （4.90)， (4.91) 为边界条件的边 
值问题的解代入 （4.248)， 此外我们还假设 


Zi = zf(fi) = z 0i + + …+ f^ k Zki + …，< = 1 ， 2 , 

y° = 2 /°( m ) ^yo + wu\ h — + ^ k Vk + …. 


(4.249) 


这时在本节第 5 段所描述的构造渐近解的计算方法应有所修改（类似于在§11第3 
段中当初始条件依赖于 M 所做的变动）. 

用辅助问题精确解的渐近展开代替精确解本身代入(4.248)，并比较/ I 同次幂的 
项，即得决定 (4.249) 中事先未知的系数方程. 

由 (4.248) 的零次近似即得 


Bo 三 R ( z o (0) + n o ^(0), yo (0)^ o ( l ) + Qoz (0), y o { l )) = 0. (4.250) 

这个方程组的未知量是向量 n 0 z ( o ) 的个分量 ( u 0 z ( o ) 的其余 ( M - k ) 个分量可以 
利用 n 0 ^(0) 位于 S + 上的条件而通过这个分量来求出）、向量 Qm ( o ) 的 ( M - k ) 
个分量以及如⑼ - 如的 m 个分量⑸)⑴，办⑼和办⑴都是 yo 的函数，它们都可 
以从退化方程组 (4.117) 求出）.这时，就像 n 0 40) 只有 k 个分量是未知的那样，我 
们认为 Qo ^(0) 也只有 （M - A ：) 个分量是未知的.但到底是哪 （M - fc ) 个分量作为 
独立未知量呢？这就 要看# 和矿的分析表达式而定.在条件 F 中，我们曾认为 ifc 
个独立未知量就是以 C 的头 ifc 个分量为分量的向量 G ， 但是作为 G 也可以取任何 
其他一个有 ifc 个分量的向量块,而且应当认为只有 n 0 ^(o) 的这些分量是未知的.对 
于 Qo ^(0) 也有类似的情况.总之， (4.250) 是一个由 （M + m ) 个方程组成的且正好 
有 （M + m ) 个未知量的方程组.我们认为这个方程组是可解的，且其对应的行列式 
(见 §13) 不为零.因此 （4.249) 中的零次项可决定 如下： 

yo = 2/0) Z 01 = 芝 01(0) + (II O 2 ： (0))i = 2 ： 01, z 02 = 芝 02(1) + (Qoz(0)) 2 = Zq 2 , 
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其次从 (4.248) 可得一系列其行列式不为零的线性方程组，由这些方程组就可以 
逐次求出 (4.249) 零次以后的各项系数. 

这样一来，在条件稳定的情况下，对于边界条件 (4.248) 的问题也可以运用在 
§13中所使用过的构造渐近解的方法来求解.不过现在我们不详细研究在4邻域 
中 X 0 < ji ) 的存在性问题.如果这样的 X °(/ x ) 存在，那么只要在（4.90)， (4.91) 中取 
/ y ° = 则边值问题 （4.89) 〜 (4.91) 的解就是边值问题 

(4.89)， (4.248) 的精确解. 

对于条件稳定的情况不仅可以研究以 (4.248) 为定解条件的两点边值问题，而且 
还可以讨论其他的定解条件问题. 


条件稳定情况下的一类典型问题是含有小参数的变分问题，这类问题当小参数 
M = 0时产生了退化，下面我们考虑其中最简单的一个问题. 

假设给定的泛函为 i 

J{y) = f F ( t ， y ， fiy ’、 dt . (4.251) 

我们来求解这个泛函在固定边界条件 


y (0,/ x ) = 0, y ( l ，/ x ) = 0 (4.252) 

之下的极值问题.这时 (4.251) 的 Euler 方程为 


^2 — M-^31 — M-^32y ， — = 0, 

(其中 F 的下标表示函数 F 关于三个变量的相应偏导数，例如 F 32 = 这里 

ozoy 

Z = W ') •令 A 在巧 3 # 0的假设下，把上面的方程写成方程组 (4.253) 就是 


dz F2 ~ F ^ 2 z ~ 

^dt = Ws 




dy 

dt 


z : 


(4,253) 


这是 (4.89) 类型的方程组,所不同的只是在此方程组的右端含有/ X ，但这并非实质性 
问题(见§11第5段）. 

由 (4.253) 即见其退化方程组为 


尸 2 — Fs2Z = 0 ， Z = 0; 


由此得出芝⑴= 0,而歹⑴则由歹2三 F z { t , y ,0) =0的根歹= P ⑴得到.这时的特征 


方程为 


det 


^ F 2 2(t,(fi{t),0) - 

巧3(1冰)，0) 

-A 



亦即 v = : m 如果> 0 ,那么根&⑷和兄⑴就有不同的符号，于 

是 Euler 方程组 (4.253) 和定解条件 (4.252) 就是在条件稳定情况下边值问题（4.89)， 
(4.248) 的一个特例 . 
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■ 




如果代替最简单的问题(4.251)， (4.252) 而考虑等周问题，亦即对边界条件 (2.252) 


还补充条件 



G(t,y, z)dt = I 


(4.254) 


■ 


■ 


的问题，那么 Euler 方程组中除了含有未知函数?/和 2 之外，还应当包含有未知参 



数 A ， 这时的定解条件是 （4.252) 和 （4.254) 式.对于这个问题也可以应用上述的 
方法.不过对于未知参数 A 应当找它关于"展开的形式（见§13的第3段））= 
A 0 +//Ai + *-* + // fc A fc + ..-. 将 Euler 方程组在含有参数&的条件 (4.252) 之下的解 
的渐近展开式代入 （4.254) 式，并比较//的同次幂系数，即得逐次确定 Ao ,^, …的 
方程.关于如何完成把 (4.104) 型级数的运算变成对//幂次逐项展开的积分表式，将 
在专门讨论积分■履分方程的第五章进行详细研究.还有一个可归结为条件稳定情形 


的变分问题例子是如下的最优控制问题为控制参量) 


：■ 


dz 





F(t y z } u)dt = min; z(0jfi) = z° y 2 ( 1 ， fj) = z 


o 



工作 [2, 3] 中研究了所列举的变分问题. 

最后，我们特别注意 （4.248) 的一个重要特殊情形，这就是方程组 (4.89) 的周期 
解存在性问题.假设 (4.89) 的右端对 i 是以 r 为周期（非自治方程组）.不失一般 
性，我们不妨令 T = l . 那么所要找的解的周期性条件为 x (0,//)= x ( l ^), 这是条件 
(4.248) 的特殊情形.假设方程 F ( z , y , t ) = 0有根 2 = ip ( y , t ), 于是按照本段开始所 
说的办法进行求解即得 


t 

- 

1 


v 


( 芝 o(o) + n 0 么 ⑼）+ ⑼ + rii 2 ： (o)) + 


• # # 


■ 


= (芝 o ( i ) + Qo 么 ( 0 )) + m (芝 1 ( 1 ) + Qi ^( o )) + …， 

2/0 +仰 1 +…= Voi 1 ) + 兩 ⑴+… . 

由 (4.256) 的零次近似即得 

2/0 = y 0 ( 1 )- 


(4.255) 

(4.256) 


I 

r 

J 

卜 

t 

i 

X 

{ 

{ 


(4.257) 


■ 


因为从 （4.124) 有％⑼ = 如，所以由 （4.257) 即见退化方程组中 y 分量的周期性条 

件为 




y 0 (o) = y 0 (i)- 


(4.258) _ 


这个条件在对所论问题的各种研究中都遇到过（例如，参看几 A. 阿纳索夫 （几 A. 
AhOCOB ) 的文章[1]， JI . 埃莱托 （ JI. $ JI 3 TTO ) 和 H. 勒维索 （ H. JleBHHCOH ) 的文章 
[60 p 等等)，不过值得我们注意的是无论这些研究工作中的哪一个，都不曾把周期解 
问题看成边值问题的特殊情形. 

①即文章 Flat to L* and Levinson N . Periodic solution of singular perturbed systems[J]. J. Rat 
Math Anai. 1954, 4: 943-950 - 译者注 • 
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考虑到从 （4.258) 有知⑼=办⑴，于是由 （4.255) 即得 



n O 2 ( 0 ) = Qqz { G )\ 


(4.259) 



而11 0 2：和 Qw 是由方程组（见 (4.125)) 



= F (( p ( y 0 , 0) -f- n 0 2：, I/O, 0), T = r 0 = ~, (4.260) 

ar fx 

= F (* 0 ( l )， l ) + Qo ^, y 0 ( 1 )> 1 ) ) r = Ti = (4.261) 

所确定.由于 F 对 f 以 r = 1 为周期的周期性，以及由于 (4.257), 因此方程组 

(4. 2 60) 与 (4.261) 是一样的，所不同的只是在 （4.260) 中的 t 是从0变到 oo , 而在 

(4.261) 中的 t 是从 - oo 变到 0. 条件 （4.259) 意味着 ITm 是 Qw 的延拓.由于 
Qoz (- oo ) = 0,而 U 0 z ( oo ) = 0,所以 ITm 和只有在下述情况下才可能不为零， 

即方程组^ = F ( Zl y o ,0) 在相空间中有从 咖 0 ,0) 出发且通过这一点（回线）的闭 
轨线.若拋#这种特殊情况不说，我们可得 



其次从 (4.256) 即得 

n 0 2 = 

= QqZ = 0. 

(4.262) 

此外有（见 (3.123)) 

yi : 

= yi ( i ); 

广 oo 

(4.263) 


y 1(0) 二2/1 H 

卜 / n 0 /( r ) dr . 

Jo 

(4.264) 


但是由 （ 4.262) 有 n 0 /(r) = 0,因此从 (4.263), (4.264) 即得 歹 J0) = ^(1). 

正如本段开始时所说，方程 Eo = 0 关于如，11(^(0)的 fc 个分量和⑼的 
( M - k ) 个分量的可解性，以及对应的行列式不为零，这就足以保证方程组 R k =0 
关于讥， II 以⑼和 Q k z (0) 对应分量的可解性.在所论方程的周期解问题中 ，关于 y 0 
和奶 是分开的（见 （4.257) 和 （4.263)), 因此对于任意的讲也是这样.不难直接验 
证，由 (4.257) 关于！ /0 的可解性，以及其对应的行列式 


聊0(1， 2/0)-2/0) ,。 ~ — 

--一 0 ， （ 4 . 265 ) 

就足以保证 （4.263) 对讲的可 解性; 换句话说，可以证明 y 0 ( t ) 的周期性条件与条件 
(4.265) —起就足以保证周期解 y ^ t ) 的存在性（在许多有关周期解的工作中，也利用 
条件 (4.265), 但通常是利用其他的等价形式）. 

研究了渐近展开式中后而的一些项之后，不难得到对所有的 fc 都有 IlfcX = 
QkX = 0,例如对于 fc = 1， II 12/ 和 Q l 2/ 成为零就是 (4.262) 的直接结果.至于 
ITy 和 Q ^， 由 (4.262) 即知，它们都满足同一个常系数方程组 

= ^(^( 2 / 0 , 0 ), 1 / 0 , 0 ) 1112 ：, r 彡 0 ， 
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= F z (( p ( y 0 j O ) J y 0 i O ) Q 1 z , r ^ 0; 

由此方程组和类似于 (4.259) 的条件 n^(0) = Qi^(0), 以及条件 n, 2 (oo) = 0, 
Qiz (- oo ) = 0 即得 ITy = Qp 三 0. 对其余的 fc 可类似地证明.至于 私⑷，则 
所有 y k ( t ) 都应当满足周期性条件 y k (0) = y fc ( l ), 而这个条件可以得到满足，正如对 
于 fc = 1 那样也是由于条件 （ 4.265). 作为 y k ( t ) 的周期性结果可得 z k ( t ) 的周期性. 

这样一来， 边界层项 的出现就成为周期解问题特有的奇异性，其解的渐近展开 
也是系数依赖于 i 的 M 的幂级数. 

当方程组 (4.89) 为自治的情形时，亦即其右端不显含£，我们就不再详细讨论. 
我们只注意到这时周期 r 预先是不知道的,因此也应当把 r 作为 M 的展开式.于是 
我们碰到一个在边界条件中含有未知参数的问题（见§13第3段）.对于稳定的情 
形,有关这方而的工作可参看 [16]. 


§15. 含有内部边界层的边值问题 


1. 引论直到目前为止，我们已经讨论了构造奇摄动边值问题的解当 M — 0时 
的极限向量函数，而且在进行渐近构造时， 一 般只考虑方程 F ( z ^ t )=0 加上一定 
条件的一个根 2 

但是当构造极限向量函数时可能遇到必须不只利用方程 F ( z ， y ， t ) = 0 的一个 

U) 

根，亦即需要利用它的几个不同的根2二 V ( y ， t ). 这时在区间[0, 1] 的内部出现了这 

样的一种狭窄区域，在此区域中所论边值问题的解从一个根岁的退化解邻域很快地 

转移到另一个根$的退化解邻域（我们简单地称它为 从根岁 到根货的转移) ，亦 
即出现所谓的内部边界层现象.本节就是讨论这种情况的. 


2. 从左稳定根到右稳定根的转移®我们首先考虑如下典型的情况 h 和?/均 
为数值 函数” 


— 盖=之 ，0 < i < 1 ; 


(4.266) 


2/(0,//) = 0, 1/(1,//) = 0. (4.267) 

(i) 

假设方程 F ( z 1 y , t ) = 0有两个根^ ( y ， t ), i = 1，2;对应于这两个根的退化 


方程组为 



令省 ( t ) 为 i = 1 时满足 （4.267) 第一个条件的退化解，即 罗⑼ = 0;时 罗⑷为 
i = 2 时满足 (4.267) 第二个条件的退化解，即 f (1) = 0. 假设曲线 y =罗⑷和 


® 在工作 [61,14] 中研究过这样的转移 . 
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( 2 ) 

y = y (0 在某点相交，而且0 < 纪< 1;又设 

F 4 ^ ( ( V (0，《)，？ M > o , Fz (% ] (f (0 ，《)，f ⑷， 0< o , 


(4.268) 


亦即沿着罗⑷，根9 ( M ) 是左稳定的,而沿着罗(0,根9 0 M ) 是右稳定的. 

r^l — / .\ '-nXi-t-r^jLA+rr AH 


以歹⑷记如下的 折线: 


y(t) 


( 1 ) 

y («), 当0<亡<亡 0 , 

( 2 ) 

y W, 当紿 < t < l; 


(4.269) 


由此不难相信有如下 推断： 方程组 (4.266) 存在着其变量 y 以折线 (4.269) 为极限的 
解，而且这个解近似地满足条件 (4.267). 实际上,我们来考虑 (4.266) 在 f 满足 
初始条件 


2/(^ o , M ) = 2/° ? 咖， M ) 


0 


⑴ 


( 2 ) 


的初值问题，这里 y G 为已知，即为歹 （ t 0 ) =歹 ( t 0 ) 而/ 为区间 


(4.270) 

货 (2/ Vo )， 


( 2 ) 

^ 0/ Vo ) 


dz 


中的任一数.假设在这个区间中不再有附加方程组 f = F ( zy , t 0 ) 


0时 


的任何其他奇点,那么由 §7 即知,问题 (4.266) ， （ 4.270) 解的分量 y ( t 々) 当- 

(1) (2) 

从化向左是以 y ⑷为极限，而从向右是以 y ⑷为极限.因为歹⑷满足 (4.267), 

所以 y ( t ， M ) 当 M 充分小时在点 i 二0和 i = 1将接近于零.因此，我们就得到边值 

问题 （ 4.266), (4.267) 的近似解.这时/在很大程度上是任意的.根据这些设想，我 

们自然希望能够找到初值问题 （ 4.266) ， (4.270) 精确地满足条件 (4.267) 的解，下面 

就比 (4.266), (4.267) 更为一般的情形所进行的论证证实了我们上面的设想. 

从上面的讨论可以看出，所论问题的边界层不在区间[0, 1] 的端点附近,而是在 

这个区间某个内点6的邻域，这就是所论问题所特有的奇异性，所以这种边界层又 

称为内部边界层. 

值得注意的是对于问题 （ 4.266) ，（ 4.267 )， 一般来说并不存在像 §13 中所描述那 
种类型的解.实际上这时方程组 （ 4.16) 变成如 = 0, y 0 (hyo) = 0; 显然其中并不含 
有卸， 因此我们得到了只含有一个未知量如的两个方程 7 而这两个方程可以是不相 
容的，亦即如= 0可以不满足另一个方程. 

我们现在转到对更一般形式的方程组进行系统地研究存在内部层解的问题，而 
关于 (4.266) 的结果可以作为这种情形的特例推出 . 、 

我们考虑方程组（向量 z 和暂时还是任意维数 M 和 m ) : 




dz 

dt 


F ( z ， y ， t ), 


dy 

dt 


0 < 亡 < 1, 


(4.271) 
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及边界条件 


i?0r(O ， /z) ， :r(l ， M)) 


(4.272) 


这里 ii 为 （M + m ) 维向量函数.这也是在§13中考虑过的问题，但在此将对它构造 
具有另外渐近性质、即具有内部层的解.在讨论过程中必须对 (4.271) 右端加上适当 
的条件，我们将像前面那样对所加条件编上号码1,11, ••• 


I . 假设方程组 


0有两组根 2 : =V ( y , t ) ^ z =V { y , t ), 其中每一组 


( i ) 

都在自变量空间 ( y ， t ) 中有一个相应的定义域 D，i = l ，2. 

我们将仿照§13的办法研究问题 (4.271), (4.272). 首先，将 (4.271) 的某个辅 
助定解问题解的渐近表达式代入 (4.272). 根据所设想解的类型，我们考虑这个辅助 
定解问题为在区间[0, 1] 某个内点 k (暂时未知）的初值问题（在§13中初始点为 


0 ), 


x ( t 0 , 卩）= x 0 + 购 + …+ fi k x k + …， 


(4.273) 


这里的&暂时为未知参数. 

我们将求初值问题 (4.271), (4.273) 具有如下形式的渐近解（见 §9) : 

( i ) ⑴ 、 

x ( t , fi ) =x Q x ( r , fi ), 当 0 彡 f 彡 f 0 , 


(4.274) 


( 2 ) ( 2 ) 

x ( t ， fi ) IT x ( r ,//), 当紿 彡亡 .彡 1. 


(4.275) 


根据§11中第2段的记号,其中符号 Q 表示在区间0 O 端点附近的边界层 

项，而 n 表示在区间 to 左端点附近的边界层项 ， t = 当在区间[0，糾 

上进行渐近构造时，我们利用根货 ( y ， t )， 而在 [ i 。，1] 上利用根货 ( y ， t ). 

( i ) 

V > 一灰 \ / » # V ■! I ^ ^ - % ▲ • # A ▲ 、鳶 


关于 #0 ⑷的方程和初始条件为 




学= /( H)，H (?。，《)， 


dt 


1，2 


(4.276) 


(1) /、 （!） /、 

Vo (to) = 如， y 0 (to) = yo ; 


(4.277) 


我们假设这两组初值问题在它们相应的区间上当 y 0 ， t 0 在其某个变化区域中任意取 
值时都有解. 

为了确定如和‘我们利用条件 (4.272). 将展开式 (4.274), (4.275) 代人 (4.272) 

即得 


( 1 ) ( 1 ) ( 2 ) ( 2 ) 
i ? (无 0 (0) + p 无 1 (0) + •…， 无 0 (1) + /x 无 1 (1) + 


+ / xi?i + 


• • = 


0 (4.278) 
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(在点 f = 0和 f = 1处，边界层项都是指数式趋于零的小量，因此我们将其略去）. 
由 (4.278) 的零次近似即得 

/(I) (2) \ 

说三 i ? (无0(0)，疋 0 (1)) = 0. (4.279) 

在这个方程组中,未知量为如和《。，这是因为穿0⑷和 ( #o (d (穿0 都依 

赖于作为初值点的 2/0 和‘于是由 （M + m ) 个方程式组成的 （4.279) 有 （ m +1) 个 
未知量2/0和 k 所以方程组 (4.279) 一般来说是超定的，为了使得这个方程组页解， 
我们 假设： 

II . 假设2为数值函数，即 M = 1. 

由于假设 II ,在方程组 (4.279) 中的未知量的个数正好等于方程的个数. 


III . 假设方程组 (4.279) 有解 yo = yS ， t 0 


( 1 ) ( 2 ) 

tl 而且 o 〈均 < 1 ， eD n d , 


此外还设对应的函数行列式 


D { B ^) 

D ( y 0 j t 0 ) 


to 




△Wo 


(4.280) 


( i ) 


确定 了毗均 之后，我们就完全确定了展开式（4,274)， (4275) 中的项心 ⑷. 


IV . 假设当0 

(2) ,、 、 ⑼ 

(歹0⑷，0 e 仏 

V , 假设 


⑴ 


( 1 ) 


^ t ^ 时有（歹 0 { t ), t ) 而当竓< t < 1时有 


K (泛 (( 去 )0 ⑷， 0, (去 )0 (如) 


> 0， 0 < t < tg 


(f 0 W，d W，《) < 0 ， 


(参看 (4.268)). 


⑵ (1) 

我们现在转到边界层项 ITo x ( r ), Q 0 x ( r ) 的讨论.像通常那样有 

⑴ (2) 

Q 0 y{r)^n(Ty{r) = 0 ; 


(1) (2) 

而 Qp ⑺和 Wo 2⑺满足如下方程和初始条件: 


( 1 ) 

d Q 0 z 


F ( { ^ (2/0^0) + Qo ^ 


t - 痄 




<0 


⑴ 

Qo z (^) 


卻-泛 (沾 ，相) 


(4.281) 


(4282) 


(4-283) 
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( 2 ) 

dUo z 
dr 


F (罗 (2/ S , 0+( 苔。 A 沾，租) 


亡一亡 8 




>0, 


(4.284) 


(2) (2) 
no 2 ：( o ) = z 0 - ^ ( y §， 邙) • 


量替换 

条件： 


如果在 (4.283) 中进行变量替换？=泛(沾，相)+容。 z { r ), 而在 (4.284) 中进行变 
=9 ( y ° 0 ^ So z ( r ) 那么对于这两种情况都得到同一方程组和同一初始 


Z 


dz 

Tr 


= F ( z , 2/ 0 °, t ° 0 ) } 
z (0) = z 0 ； 


(4.285) 

(4.286) 


这是关于点 ( I / S ， 咤) 的附加方程组（见 (2.23)). 在此我们认为 沾和均 已经确定,而 
句暂时还不知道. 

(1) (2) 

像通常那样，我们还要求 Q Q Z ( T ) 和 Wo Z ( T ) 满足 条件： 当 T — - OO 时有 
( 1 ) ( 2 ) 

Qo Z i T ) 而当 T — OO 时有 ITo 2：( T ) — 0. 对于？ ( T ) 来说，这就意味着当 

⑴ ⑵ 

T — — 00时， F ( T ) — #⑽，奶，而当 T — OO B 寸，互 ( T ) — # (2/§，相).由此即可得出， 

z 0 应当属于当 丁一 oo 时以货（沾， O 为渐近稳定奇点的影响域，同样如也应当 

属于当 T — 00时以罗祕，奶为渐近稳定奇点的影响域.关于方程组 （4.285) 当 

丁一00 时以9 (说，如为渐近稳定奇点、而当 T — OC 时以货（沾，咕）为渐近稳 
定奇点的结论，都是直接由条件 V 推出来的.由于2为数值函数，所以上述条件可以 

更简单地说成：韌应位于区间（货（沾，切，资(站，始 )） 之中（见 §7 第 5 段）. 

为了决定 z 0t 需要研究项 xu } ( t) f 它满足下列方程组和初始条件： 


( 1 ) n 
V 1 (^ o ) 


2/1 + 



Qo f ( r ) dr } 


0 


(4288) 


( 2 ) 

y i (^ o ) 


、 w ( i ) ( i ) W KV y ll 

其中⑷三 F z { z Q { tly Q { t \ t \ m F y ( t \ J z ( t ), J y ( t ) 有类似的意义.由此即 

( i ) ( i ) 

可确定^ ⑷和 h ⑷. 并且显然它 们是通过条件 (4.288)， （4.289) 而依赖于 未知参 


2/1 + 


(0 



( 2 ) 

Ilo f ( r ) dr , 


o 


( i ) 


( i ) 


(4.289) 


87) 

2 

,4 - 


sly 


W-F S 一 / 


w? 

\1/ 


w? 

\)y 


2 z 

W-F 31/ 


w l 2 


1 


贞 Si 双 




/\ 
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( 1 ) ( 2 ) 

数奶 和依赖于含在 Q 0 /( T ) 与 n 0 /( T ) 中的未知参数句；为了从 （4.278) 决定这些 
参数，我们有方程组 iii = 0,或者详细些写成 


( 1 ) ( 2 ) 
丑？ x 1 (0) -f- i?2 ^ 1 


( 1 ) = 0 


(4.290) 


U ) 

(记号 ii? 和碣与在 §13 中所用的类 似 ）. 因为从 （ 4.287) 〜 （ 4.289) 知道 I ⑷是 
yi 和卻的函数，所以 (4.290) 是关于 （m + 1) 个未知量 yuo 的 （m + 1) 个方程组. 

VI . 假设 (4.290) 有解扒 = 此勿 = 4 而且站是位于区间（泛« 奶， 

资(沾， 伽之 中. 

下面我们来比较方程组瓜= 0关于变量 y 0 ， t 0 的函数行列式与方程组= 0 
关于变量 yuz 0 的函数行列式.首先有（与 §14 不同，这里我们用第二个下标表示 
说，如和 iJi ，^ 的分量号码） 


d ( Ro ) 

d ( y 0 ， t 0 ) 


d ( Ri ) 

d { yuz Q ) 


9 Rqi 

⑽ 01 

ORqi 

dyoi 

dyom 

dt 0 

dRo 2 

9 Rq 2 

9 Rq 2 


dy 0 i dyom dt 0 


dRo^m+l 9iZo,m+l ^Ro ， m+l 


4 

dyoi 

4 

^VOm 

dto 

dRn 

dRn 

dRn 

dyu 

dyim 

dz 0 

dRi 2 

0 Ri 2 

dRi 2 

dyn 

^Vlm 

dz 0 


占丑 l ， m+l 

占丑 l ， m+l 9Ri } rn+l 

dyn 

dyim dz 0 


其中每个偏导数都要进行复合函数求导，亦即 

沴 0 


(4.291) 


(4.292) 


dRpj 

dyoi 


dR ^ 


d % ] ok (0) d v\ a ( to ) 


dx ok (0) dy 0s ( t 0 ) 

dyoi 








d ( Sok (1) d v\s ( to ) 


dyoi 


(4.293) 


( 1 ) ( 1 ) ( 2 ) ( 2 ) 

9 Rij _ dRij d x lk (0) d y l8 ftg ) dR Xj d x lk (1) d y ls (^ g ) 

dyu ~ , (D ⑼月 ( i ) "o 、 dyu 十 (£) n _(D . 0 . dy u * 1 - } 

d x ik (0 )d y ls ( tg ) d xi k ( l)d y u ( q ) 
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dR ^ 

dto 


dRo 


(l) (i) 

dx 0k (0) dy Qs ( to ) 


dRoj 


( 2 ) ( 2 ) 
d x 0 k (1) d y 08 ( to ) 


(l) (i) 

5 无 ofc ⑼ d y 08 ( t 0 } 


dto 


( 2 ) ( 2 ) 
d xok ( l)d y 0s ( t 0 ) 


dto 


( 4295 ) 


OR 


ij 


dR 


Ij 


( 1 ) ( 1 ) 
d x lk (0) dy l8 { t ° 0 ) 


dR 


ij 


(2) (2) ^ 
d x lk (1) dy l8 (4) 


dz 0 


(l) (l) 

d xik {0 )d y ls (^) 


dz 0 


( 2 ) ( 2 ) 
d xik { l)d y l8 ( tg ) 


dz 0 


， (4.296) 


(其中 fc 和 s 为哑指数，即在 (4.293) - 
我们来证明，在 （4.293) 中当如： 

(4.294) 中对应的导数相等.首先从方程组 iii 
方程组即得等式 


(4.296) 中都是对 * 和 s 求和）. 

2/§, k =租时（这时我们用上标0表示）与 
= 0 或者 （ 4.290) 就是 （ 4.279) 的变分 


aiZo 


0 


Ij 


dR ^ 


o 


dR 


Ij 


d ( S 0k (0) 


d ( S ifc (0) 


d ( Sok ( 1 ) 


d%\ k (1) 


(4.297) 


其次,如果把 (4.276) 中的第二个方程写成 F ( H ) = 0 的形式，则可看出导函 


数 


d ^Ofe ( t ) 

dy 0s (^o) 
组及初始条件 


1,2, 正好满足与 (4.287) 的齐次方程组完全一样的线性齐次方程 


9 Vofc (0 

dVos (^) 


S k 


8} 


(4.298) 


to 


⑷ 


这里 4, 为 Kronecker 符号.另一方面，由于 （4.287) 的线性性，因此关于 

d Vu (^ o ) 

的方程组也是与 (4.287) 的齐次方程组一样，且其初始条件为 


dy\ k ( t ) 

( i ) 

9 y l8 (^) 


Sks 


(4.299) 


4 0 


亦即与 （ 4.298) —致.有此即得等式 


d ( S ofc ⑼ 、 ° 

9 V 0s (^ o ) 


(i) 

dx lk ( 0 ) 
( 1 ) 

9 Vis (« o ) 


( 2 ) 

d x ok (1) 

~ l 2) 

dVos (to) 


0 


d ( S lk (1) 

72) 

9 Vis (^o) 


(4.300) 


最后，由 （ 4.277) ，（ 4.288) ， (4.289), 显然有导数等式 

(t) N 0 (*) n 

9 y 0s (to)\ dy ls (ig) 


dyoi 


dyu 


S 8 i ^ 


(4.301) 
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总之，当 (4.293) 中的 2/0 = ‘ 紿= 

= 2/§，亡0 


邙时，它与 (4.294) 完全一样, 


为了把 (4.296) 与当 yo 

(0 . \ 0 D 


4 时的 （4.295) 进行比较，我们还必须比较 


dVos fa ) 

dto 


与 


9y ls (4) 

Ozq 


我们有 


d V Qs (to) 

dt 0 


o 


(2/ S ， 0,沾，租). 


(4.302) 


为了计算 9V ^ a 我们利用 （4.285) 将 （4.288) 和 （4.289) 中积分项的积分变量变 


成？: 



0 


dzQ 


Qo f(r)dr 





☆)(“) /( 以 0 Vg) —/ff(y 0 Vg) ， y 0 0 ,O 



(4.303) 



( 2 ) 

IIo f(r)d 


o 



^ (Vo ° jtg) /(hg ， Q-/($0/ o Vg) ， y o Vg) 
, F { zM ) 


dz; 


由此即得 


d Vu (^) fs & (2/ S ， 泛)，‘相)-/“卻，2/§，泛) 


dzo 


F ㈤ ， y § ，浮) 


(4.304) 


此式与 (4.302) 并不相同，但它可分成两项 相加； 其中第二项，即- 乾 Hj ， 它 
与 i 无关 • 当把 (4.304) 代人 (4.296) 这个第二项就给出 ’ ° 


dRij 


_ d ( Si k (Q) 

d ik ⑼ 5 訾 ls (0 


dR 


ij 


d%\ k (1) 


( 2 ) ( 2 ) 
d x lk (1) dy u (t° Q ) 


fs ( zo t yo ,4) 


(4.305) 


因面由 （4,301) 即知 （4.294) 可以写成 


dRij 

dyu 


dRij 


d ( S u (0) 


dRij 


d%\ k (1) 


(1) (1) ' (2) (2) 
d xi k (Q)d y u (ig) dx lk {l)dy u (ig) 


(4.306) 


dR 


将 （4.305) 和 (4.306) 分别代替 (4.292) 中的^和于是即得一个 最后一 

列为前面各列线性组合的行列式，亦即此行列式_ 于零; 因 2 St 当计算 (4.292) 的值时， 
只须利用 (4.304) 的第一项，即 


fs & ( yg " g )， yg ， Q . 

F { zoM ) ’ 


(4.307) 
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而这与 (4.302) 的差别只在于因子- 印 o y g 邙) . 所以整个行列式 (4.292) 与 (4.291) 
不同的也是这同一个因子. ~ ~ ° 


总之，方程组坧= 0关于 yi ,^ o 的函数行列式 fd 在点 ylzl 处的值 
与△以见（穩 )） 之间的差别只在于因子且由于条件 V !即知 


⑴ ( 2 ) 

F(z o y o A) ^ 0 (^ 0 ° 位于方程 F ( z t yU ° o ) = 0 的根 P (%°，相）与 V ( y 0 V 8) 之 
间）.由此得出在点 ylzl 处不为零. 

注 可以证明，对于特殊情形 （ 4.266), (4.267 )， 条件 VI 成为多余的，因为它可直接由条件 
III 推出. 


我们继续构造展开式 （4.274)， （4.275). 决定了砧之后，可以认为完全构造了 

(1) (2) 

?( T )， 以及边界层项 Q 0 2( T ) 和 no Z(r). 因此在 （4274) 和 （4.275) 中所有零次近似 

(%) 

项都构造出来了.由于 y ? 已经求出，因此项⑷， i = 1，2,也可以认为已经构造 
出来了. 

(1) (2) 

边界层项 Qi < r ) 和 IU z ( r ) 含有未知参数为了确定它，我们考虑关 
⑷ 

于无 2 ⑷， i = 1,2,的方程组，并将这个解代入方程组 i ? 2 = 0,因为在此解中含 
有 y 2 和对于任意的 A :， 同样应用类似的方法从方程组 R k+1 = 0确定处和 
讲 +1 ， A : = 1，2,… . 其中应代入定解问题 


d % 


dt 


(0 

Fk+ly 


(0 

Vk+1 

dt 


( i ) 

/ k+i 


(4308) 


⑴ n r °° ( i ) 

y ^( to )= y k + ^ J Q Q k f ( r ) dr . (4-309) 


( 2 ) 

Vk+i (^o) 




50 ( 2 ) 

2/fc+i + / Q Uk f(r)dr, 

o 



(0 


(4310) 


的解 h ( t ), i 二 1，2 (这与 (4.287) 不同的仅在已知的非齐次项）. 

不难相信，方程组 R k+1 = 0 ^ = 1，2,…，是关于 y k + 1 , z k 的线性方程组，其系 
数行列式与 


D ( y 1} z 0 ) 


yo=yg,to=tg,yi=yJ,z 0 =^S 


完全一样.这可以利用类似于上面比较 （4.291) 与 （4.292) 时的过程进行论证，其中 

有点不同的是确定 （4.309), (4.310) 中积分项对处的依赖性.例如我们来考虑积分 
、 ⑴ (1) 

Jo °° Qk f(r)dr. 函数 Qjt /( r ) (见展开式 (3.29) 并注意到在 §11 第 2 段中的讨论) 
(1) (1) (1) (1) 

是々*:咖)和 6*； y ( T ) 的线性表达式 fz { z , y ^4) Q k ♦)+/!/(?, y § ，招 ） y ( T ) 与依 
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(1) (1) 广 00 ⑴ 

赖于边界函数 Qi x ( r ), i = 0， l ，... 的项之和.因为 Q k y ( r ) = - J Q k ^ 

( 1 ) ( 1 ) 

•/( r ) dr , 亦即 y ( r ) 也是由下标小于号码 fc 的边界函数所表示，因此仏 /( r ) 对 

( 1 ) 

Zk 的依赖性只限在上面写出的项 h ( zM)Qk ^我们考虑积分 



fz ( z , yo , 4 ) Q fc z { r ) dr . 


(4.311) 


(l) 

其中函数 < r ) 满足线性方程组（见方程组 (3.82) 并注意到在§11第2段中的讨 
论） 

⑴ (1) ~ 

^ 1 = F z ( z 1 y ° 0 j t ° 0 ) Q k z + G k { r ), r < 0， （4.312) 

其中 G k ( r ) 依赖于下标号码小于 A : 的边界函数和 y ( r ) 以及初始条件（见 (3.80)) 

⑴ (1) / 

Qk = ^ k (^ 0)5 


( 1 ) ( 1 ) 

这里么 ㈧ ）从前面的计算已经知道.由此得出， < r ) 对從的依赖性是通过在 

方程组 (4.312) 解中的如下形式部分 

Zk exp (f: F z ( zy 0 l t ° 0 ) d s y 

来实现的,利用 （4.285), 可将上式写成如下形式 

& exp ( r 邮’⑽心)…邓 ( /;叢普§石) 

= exp(ln F(z, yg , ig ) - lnF (^ g , yg , ^)) (4.313) 

— 7 FjzM) 


利用 (4.313) 代替 （4.311) 中的 Qp ( r ) 即得 


Zk 



fz(z,yo,4) 


F{z,yUl) 

F (^ VoA ) 


• Zk r ^( y ° o 4) 

F(4 ， y8,0 乂 g 


fz{^ y ° 0 A)dz 


/(V ( y §， 0 ， y §， 0 _/( 4 ， y § ，吒) 

k f (4 M ) • 

由此即见 (4.309) 中的积分项是办的线性函数，其系数与表达式 (4.304) 当 i = 1时 
完全一样.类似的结论对 （4.310) 和 (4.304) 当 i = 2时也成立. 
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总之，方程组 R k+ i = 0关于 y k + u z k 的可解性从前面的条件即可推出，因为它 
的系数行列式与只相差一个非本质的因子 (-^0^0 奶 )，面由( 4 . 28 0)知 

道不等于零.至此可以认为已完成了对形式级数 (4.274), (4.275) 的构造. 

U ) 

我们用 i = l ,2, 表示级数（4.274)， (4.275) 的部分和，并令 

{ ( 1 ) 

Xn ( t , M )， 当，0彡 f 彡竓， 

(2) t 

Xn 当邙彡 *彡1. 

我们引进由三条曲线段组成的 曲线心如下： 


厶 01 = { (ZyVyt) : Z 




( 1 ) ( 1 ) 

zo ( t ), y = y 0 ( t ), 


L02 = {(z,y,t): z = z ( t ), —00 < r < 00 ； y = yl ， t = 


Lq3 


( 2 ) ( 2 ) 

{ {z,y,t ) : z = z 0 (t) y y = y 0 (t), 4 ^t^l} 


并把对 （4.271) 右端和 （4.272) 的函数 i ? 的光滑性条件与条件 I 〜 VI 联合起来. 

VII . 假设函数和 f ( z , y , t ) 在曲线的某个 矣管 中有直到包括 ( n +2) 

阶在内的连续偏导数，而 i ?( x (0^), x ( l , M )) 在点（皆 0 (0， y 0 V 8)， ( l 0 ( l , ylt ° 0 )) 的邻 
域中也有直到包括 (n + 2) 阶在内的连续偏导数. 


定理 4.3 当满足条件 I〜VII 时，存在常数 mo > 0, 知和 c > 0, 使得当 0 < 
M 彡 Mo 时，在曲线的管中存在问题 （4.271)， (4.272) 的唯一解且对 
O ^ t ^ l 满足不等式 


II 耶， M ) - X n { t ^)\\ ^ c M n+1 . (4.314) 

注 1. 如果只考虑解的存在性和唯一性,那么在条件 VII 中只需假设 71 = 0. 

2.由 (4.314) 得出， 解的 v 分量的极限曲线是由两段折线组 成的： 

{ ( 1 ) 

y 0 ⑷，当 

/o 、 

(2) A 

歹 0 ⑷，当戍 O 彡1， 


而 Z ( t , p ) 的极限函数 在点巧 处有第一类型的间断. 

3. 为了得到所论类型的解，方程组 （4.271) 的第一个方程右端，关于 z 本质上应当是非线性 
的（方程 F ( z , % 0 = 0关于 2 应当至少有两个根）. 

4. 这里所考虑的解与§13中所描述的解可能同时存在. 

5. 当把定理 4.3 应用于具体方程组时，自然会产生如何从方程 F ( z jVi t ) = 0的根中选取 

^ ( 2 /，纟）和泛 ( y , t ) 的问题.按照所考虑的构造，对于这个问题的回答，莫过于直接验证条件 
(4.281). 然而往往是两个根在 ( y , t ) 的同一个变化 区域乃 都有意义，其中对一个根有 F z { ip { y , t ), 
y , t )>0, 而对另一个根有 F ^ y . t ) jV , t )<0 (显然点 ( ylt ° 0 ) 的某个邻域就是这种区域)，那 

么自然是取第一个根为这 （ y , t ), 而第二个根为泛 ( y , t ). 
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证明定理 4.3 的证明可以沿着§13中证明定理 4.1 的路线进行，把 i ? 看成当 
t = t Q 0 时初值/的函数.但是，不同于 (4.27), 对 △ =汐⑻ /£>(/) 的渐近表示现 
在是从 M 阶项开始的，不过这并不妨碍像在§13那样继续进行论证，只是应当用点 
+ 代替仰中证明解的存在性时所用的点4 □ 

练习详细证明定理 4.3. 

最后，我们举一个具有上述类型解的方程组 例子： 

= 1 -之 2 ， ^ y (0, M ) = ◦， y ( l ,^) =0; (4.315) 

这时按照上述法则所构造的〜 ⑷为的 =^) 

{ — t ， 当0 < f 彡孓， 

(4.316) 

f - 1，当 - ^ f ^ 1 

将此与精确解公式（不难对方程组 (4.315) 进行求积得到） 

粉 ，於 /r ㈤ (4 . 317) 

比较，不难确信， （4.316) 实际上是 (4.317) 当 m — 0时的极限函数，亦即 

lim = y 0 { t ), 当0 < t < 1. (4.318) 

^—►0 

练习利用适当的计算，对等式 (4.316) - (4.318) 进行验证. 

3. 当存在两个以上的根时，从一个根到另一个右 稳定性比较强的根的 转移® 
有关条件稳定根的研究给出了处理比上一段的描述更为一般情况的可能性，即在几 
个（对于一个）点出现内部层的问题.这时解的 y 分量的极限函数是由几段（多于两 
段）曲线组成的折线，面2分量的极限函数在对应于折线 y 的角点的 * 值上有第一 
类间断. 

我们下面只就方程组 

^ = F{z,y,t), 盖 = z ' 。< f < 1, (4.319) 

进行讨论，其中向量$和 y 均为 二维; 这显然与两个二阶方程式 

^ =F{ % y ' t] 


©在 [58] 中研究过这样的转移. 
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是等价的.这时的边界条件为 


2/{0,//) = 0, y ( l , //) = 0. (4.320) 

在下面的讨论中，我们将对 F ( z ^ t ) 加上某些条件，它们将像前面一样编上号码 
1,11,* •• 此外，由于同上一段情况的明显类似，我们将略掉其中某些细节. 

⑷ 

I . 假设方程组 F ( z , y , t ) = 0 有三个根 z ( y ， t)，i = 1,2,3,其中每一个都在变 

⑷ . 

量 ( y ， t ) 空间的相应区域 D 中有定义. 


由于现在考虑的问题是上一段所研究情况的自然推广，因此，我们先验地假设 y 
的极限函数在暂时未知的点 t u t 2 (0< t 1 < t 2 < 1) 处有角点（三段曲线组成的折 

线)，亦即在这两个点出现内部层.于是在区间[0^1]±,我们将利用根泛 （ y ， f ) 来构 

造渐近解，其边界层出现在右端点上，从而根泛（以)应为左稳定的.完全一样，在区 

f 3) (2) 

间 [ f 2 ， l ] 上所使用的根 ( y ， t ) 应当是右稳定的，而在区间 [ t u t 2 ] 上使用根 

它的两个端点都出现边界层，因而根 P ( y , t ) 应当是条件稳定的.下面我们将对这 
些条件进行更确切地陈述. 

像在上一段那样，我们首先考虑 （4.319) 的辅助定解问题，其渐近解将用来代入 
边界条件 (4.320); 而根据上面对解所假设的类型，我们利用在点 t u t 2 处给出定解条 
件的边值问题来作为辅助的定解问题.例如，在 h 处我们给出2的第一个分量及 y 
的两个分量，而在 h 处给定2的第二个分量（下标记分量号码，而上标 i = 1，2对应 
于 G ) 

V(h^) = W + M2/1 1 + . • • + ^ k Vk + …， 

= z oi + ... + + ... ， （4.321) 

勿 + Mz ?2 + ... + M fc 42 + …， 

其中 = l， 2 均为暂时未知的参数 • 

关于问题（4.319)， (4.321) 在区间[0, 1] 上的渐近解，我们假设它有如下形式（见 

§9和§1句 


冲， M ) 


(1) ⑴ 
x (*， m )+ Q $( n ， M )， 




, (2) (2) (2) t 
< X (f ， /i)+ n X(n ， M)+ Q 工 (T2 ， M ), 当 


(4.322) 


(x(t ， W~hna:(T 2 ， M )， 


当 *2 彡 K 1， 


像前面一样，这里 n 表示在相应区间左端点附近的边界项， Q 表示在右端点附近的 
边界项 ， M n = (f - ti )/^ r 2 = ( t - 1 2 )/^. 
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对于 7() ⑷的方程为 

(i) 

d Vn (*) (*) (0 、 t 、 

_^=芝 0 ， z 0 =<p ( y 0 , t ), i - 1,2,3. (4.323) 

由 （4.321) 可得定解条件 

V o (^ i ) ~ Vo ^ (4.324) 

( 2 ) , 

V o (^ i ) = Voy (4.325) 

在此我们加上保证 y 0 ( t ) 在点化 处连续的条件 

(3) (2) 

y Q ( ti )^ Vo ( ti )- (4.326) 

从 (4.323) 当 i = 1，2的方程组以及与它们相对应的初始条件( 4 .3 24 )和 (4.325) 

(0 

即可求出作为 t , ylM 的函数的解 y 。 ⑷（我们假设这两个初值问题对 vlt u t 2 在它 

们的某一变化区域中的任意值在其相应的区间上都有解).于是由 （4.326) 即可得到 

⑶ 

作为 yh ， t u t 2 的函数的值歹 0 (化).求解 (4.323) 当 i 二 3 时的方程组及已求出的初 
⑶ ⑶ 

值 y 。 fe ) 的初值问题,即得作为 t ， yUi ， t 2 的函数的解义⑷（我们也假设这个初 

值问题有在 [ t 2 i l ] 上的解). 

为了确定我们利用条件 (4.320), 其零次近似为 

Vo (0) = 0， Vo ⑴ = ◦. (4.327) 


(4.327) 是含有四个未知量的四个方程式，其相应的函数行列式写成分 
块的形式为 


(1) (3) 

乃(歹0⑼，歹。⑴) 
D(yi ， h ， t 2 ) 


d Vo (0) d V 0 ⑹ 

a (i) m dyl 

O Vn ( tl ) 

(i) / 

d y o (0) 

dti 

0 

(3) (2) (2) 

d VoW d y 0 ( t 2 ) d yoih ) 

占 ？。 (i) a f 。 a ) 

谷？ 0(1) 

,(1) 

0) ( 2 ) dyl 

^ Vo ( t2 ) d y 0 (tl) 

yfo ⑹汍 1 

dt 2 

d Vo ( t 2 ) 


( 2 ) 

dy 0 (t2) 

dt 2 


II . 假设方程组 （4.327). 关于可解，而且 0 < < 1 以及行列 

式 △() 笋 0. 

⑷ 

确定了上述参数之后，我们就完全地找到了 7。⑴，亦即求出了有两个角点的 
折线 V Q ( t \ 像在下面将看到的那样，这条折线是问题 （4.319), (4.320) 的解的 y 分量 
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图形的极限曲线. 


Vo ( t ) 


⑴ 


y Q { t ), 


( 2 ) 


Vo ( i ), 当 f 


(4.328) 


(3) 


歹 0 ⑷，当 


III . 假设在 f 的相应变化区间上有（安。⑺，0 eS , i = 1,2,3 


IV . 假设由方程 


(<)( t ) (0 ( i ) 

Det ( F z ((p ( y 0 y 0 X E 2 ) = 0 


W 


所决定的特征值 Xjk ⑷， A : = 1,2, 满足下列条件 

Re ( A 1 ( i ) > 0, Re ( i ) 2 ⑷ > 0,当 0 < t 

(2) (2) t 

Re A l ( i ) < 0, Re 入 2 ⑷ > 。，当 h 彡 * 彡 * 2 ， 

(3) (3) 

Re ； u ( f )<0 ，Re 入 2 ⑷ <0,当 

( 2 ) ( 2 ) 

我们注意到由于 2 为二维向量，因此 W ⑷和 A 2 ⑷是实的而且符号相反 
对于零阶边界层函数，像通常那样，我们有等式 

(1) (2) , (2) (3) 

Qo 2/( T i) =llo y(n) =Q 0 V\ T 2 ) =Ilo y{r 2 ) = 0, 


(4.329) 


以及方程 


(1) 

d Q 0 z 一 

dri 
J (2) 

d no 名 • 

dri 

( 2 ) 

d Q 0 z • 
dr 2 

(3) 

dUoz ■ 

dT 2 

( 2 ) (3) 

其中 yg = yo ( t 2) =歹 0 (*2) •由 （4,321) 即得定解条件 


F{ ( ^P (yo^i) + ( Qo ^Voyh), n < 0, 

(4.330) 

F( ( ^ (yo^i) + no z.yQ.ti), n >0, 

(4.331) 

F( { ^ (yl ， t 2 ) + Qo ^yo^ 2 ), r 2 < 0, 

(4.332) 

F( ( ^ (^ 0 ^ 2 ) + Qo \y^2)， T 2 > 0 ， 

(4.333) 


(Qo ^(o))i = 4i~ (( ^i (y »， 


( 4 . 334 ) 
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(So 40))1 

=^ oi - (心 1 )， 

(4.335) 

( 2 ) 

(Qo 2 ⑼ )2 

= ^02 - ^2 (^ 0 ^ 2 ), 

(4.336) 

(3) 

( n 0 2 ⑼ )2 

= ^02 - ^2 ( 2 /^ 2 ). 

(4.337) 


在这些定解条件中还有参数和是未知的. 


( 2 ) 


0是鞍点，即条件稳定奇 


因为从 （4.329) 即知方程组 (4.331) 的奇点 Uo z = 

点，所以从条件 z ( oo ) = 0 (边界函数在无穷远趋于零是通常的要求）即得初值 
/ 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 
n 0 ^( 0 ) - zh - V { ylM ) 应当位于当 n — 00 时趋于鞍点 n 0 ^( oo ) = o 的分界轨 

线上，由此确定砧二分量间的联系，例如，= / ddJ ， 而本身暂时仍不知道 

(我们注意到最后这个关系式与§14的 （4.75) 是一样的，只是记号的使用不同而已， 

特别现在是用第二个下标表示分量的号码).把这种设想用于方程组 (4.332) 及条件 

(4.336)，同理可得成= f 2 ( z § 2 ). 另一方面，初值义2⑼= 4 -货 ( yo ^ i ) 应当属于 


⑴ 


00 


方程组 (4.330) 的奇点 Q 0 Z = 0 的影 响域; 由于 (4.329) 即知这个奇点是当 n —. 
时的稳定结点或稳定焦点.如果在 (4.330) 中作替换 z ( n ) ( ylh^Qo ^( n ), 而 

在 (4.331) 中作替换 zin ) ( yoSfi ) + So zin ), 那么这两种情况都得到同一个关 

于 z ( n ) 的方程组 (参数谝， h 的附加方程组） 


dz _ 

dr \ 


Fiz.yl.h) 


(4.338) 


及定解条件珂 0) = 同样在点 ( ylt 2 ) 有类似的附加方程组和定解条件 


dT2 


F(z,yl ， t 2 ), z(0) = zl\ 


(4.339) 


显然上述的两个条件并没有矛盾，我们叙述 如下： 

V . 在对应于附加方程组 (4.338) 的相平面 I 上,应当存在轨线 Li ， 它在 n 


00 


( 1 ) 


时从结点（或焦点 ） Z =<fi ( yo ， ti ) 离开，并在 T 1 


时进入按点 


( 2 ) 


( yh ， h )， 而 


00 


且点4应当位于 in 上.此外还设 Mgtj ) 沿 In 保持符号不变 • 

在对应于附加方程组 (4.339) 的相平面 f 上，应当存在轨线 L 2 , 它在 t 2 — 

时从按点 Z =V ( yo ^2) 离开，并在 T 2 — 00 时进入结点（或熬点） Z =V (沾，*2),而 
且点#应当位于 L 2 上. 此外还设 F 2 (?， yg , f 2 ) 沿 L 2 保持符号不变. 

条件 V 保证了零阶边界函数在无穷远的减小，但是这时和暂时仍未确 

定. 

( i ) 

我们继续构造展开式 （4.322) 后面的项.对于⑻的方程为 


dJ 0 

dt 


W ( i ) W ( i ) 
F z ( t ) zi + Fy ( t ) y 


dji 

dt 


% 


1,2,3, 


(4.340) 





这里 
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^ (t) = f z (^ d (t)，d 



y(t)=F y ( { $(^ 0 (t)，d (t) } t) 


由 (4.321) 即得定解条件（见（3.120)， （3.123)) 

(1) , f-°° (1) # 

y 1 (* i ) = 2 /i + / Qo z { r ) dr , (4.341) 


{ l 


⑹ = yi + 乂 


( 2 ) 

IIo z ( r)d 


在此我们加上保证解的 y 分量的 m 阶项在点 *2 处连续的条件 


⑶， (2) (3) 厂 00 (2) 

y 1 (* 2 ) = y 1 (* 2 ) + / IIo z ( r)dr - / Q 0 z ( r)dr 

Jo Jo 


(4.342) 


(4.343) 


(类似于 (4.321), 如果以 y ? 记 y ( f 2 ， M ) 对 M 的幂展开式中 M 的系数，那么由于 

(3) r°° (3) (2) r-°° (2) 

Vi ( t2 )_ J Uoz ( r)dr m y t ( t 2 ) - I Q 0 z { r)dr 都等于同一个值 y ?， 因 

此它们彼此 fc 等,这就是 (4.343). 在我们的°构造中并不包含量由于点 h 和是 
平等的,假如在条件 (4.321) 中代替 y { t u ^) 而给定那么后面的运算就只与 
系数 g 有关). 

从 (4.340) 当 i = 1，2的线性方程组以及与它们相对应的初始条件 （4.341) 和 

U ) 

(4.342), 即可求出作为的函数 的解 〜 ⑷， i = 1，2 ( 对氹的依赖性是由于 
(4.341), (4.342) 的积分项含有吨)，于是由 (4.343) 即可得到作为此沾和啗的函 

(3) 

数的值歹 i ⑹（对4的依赖性是由于 (4.343) 的积分项含有卷).现在求解 (4.340) 

⑶ 

当 i = 3 的线性方程组及已求出的初值 豆1 ( f 2 ) 的初值问题，即得作为 t . ylz ^ z ^ 
的函数的解⑷. 

为了确定 Vlzl u zl 2 ,)k (4.320) 可得方程 


v \ ( 0 ) 


( 3 ) ,、 
yi ( i ) 


(4.344) 


VI . 假设方程组 (4.344) 关于 ylz ^ zl 2 可解，而且设4满足条件 V . 

这就意味着所求出的值是属于函数= hiz ^) 的定义域，因而利用求得 

的毪即可确定使得坐标为04，# 2 )的点4 位于 In 上 .对求出的咯也可 
以作出类似的说明. 

(i) 

确定了 vlzL 42 之后，我们即可完全求出义 W 及零阶边界函数.对应于 
(4.344) 的函数行列式，写成分块的形式为 
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△1 


(1) (3) 

PUi ⑼， 51(1)) 


^( yh 4 v z 02) 


d^V 1 (0) 


(i) 


dy \( G ) 


( 1 ) 


1 勞邀 . 忐（ / 心 ( 咖 ) 


dy 1 ( t l ) … 

(3) (2) 

dy \( l ) ♦ dy \( t 2 ) 

(3) , 、 (2) 

dy !( t 2 ) dy x ( ti ) 


dyAh ) 


(3) (2) 

9 y i ( l ) dy ,( t 2 ) 
(3) (2) 

dy x {t2) dy^h) 



d %\{ t 2 ) 


~dvt 


( 2 ) 


x 是 (/ IIo z ( r ) dr ) 


.泰卜 / Qo ^( r ) dr -\- 


oo (3) 

+ / IIo z ( r ) dr ) 
o 


下面我们来比较 ~ 与 A 。； 于是像在第 2 段那样，可以证明有下列等式 成立: 


( 1 ) 




dVi ( h ) 


^Vi fto 


d y 0 ( Q ) _ 

( i ) — 

d y 0 ih ) 

(3) 

^ y i (!) 

(3) 

d y x ( t 2 ) 
( 2 ) 

= d y x ( h ) 

dy \ 


A , 


( 2 ) 

d Vi ( t 2 ) 
( 2 ) 

d y i ( h ) 


( 2 ) 

d Vo ( t 2 ) 
~( 2 ) 

d V Q ( ti ) 


= B , 


(3) 

d y 0 ( i ) 

(3) 

d y o ( t2 ) 

dy \ ( h ) 

dyb 


C , 


d^p ( h ) 

dyo 


E 2 \ 


这里 A , B 7 C 为相应的二阶方阵， 而说为 2 x 2 为单位 矩阵. 此外还有 





( 1 ) 

Qo z ( T ) d 


9%\ ( t 2 ) 

dt \ 


d -^ = - C ^( ylt 2 ), 


° ( 2 ) \ 
IIo z ( r)dTj : 

( 2 ) 

d Vo jt2) Jf) 


( 1 ) , ! , 1 
F ^ zl . ylM ) 

(衣 (yo^i)-^o 

Fi (4， y 0 Vi ) 


d %2 


ivhh )^ 




(-i 


(2) 广 （3 ) 名 

Q 0 z ( r)dr + / IIo z ( r)d 

Jo • • 


赀货 (yg,W 

F2{zl ， yl ， t 2 ) 


将 (4.345) 〜 （4.347) 代人、 和^ 的表达式即得 


(4.345) 


(4.346) 


(4.347) 


△i 




△ 0 ; 


(4.348) 


因为从条件 V 即知 F 1 { zlvlt 1 )^^ F 2 ( zlylt 2 )^0 , 而由条件 II 有 A 。 # 0,所 
以从 (4.348) 即得~ # 0. 
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蠊习 验证等式 (4.345) - (4.348). 

我们继续构造展开式 (4.322). 对于任意 fc，fc = I ， 2 ,…，代替 (4.344) 我们有关 


于的线性方程组 


⑼ = 0, ( 多 ) H “i) = o 


(4.349) 


不难证明，这个方程组的行列式等于 Ai ， 亦即方程组 (4.349) 是唯一可解的，这就给 


⑷ 


出构造 ¥ fc+ i ( t ) 及号码为 fc 的边界函数的可能性. 

蠊习证明方程组 (4.349) 的行列式等于 

至此我们可以认为构造展开式 (4.322) 已经完成了. 

我们用 ( t t Mh i = h 2 t 3 表示级数 (4.322) 的部分和,并令 


X n ( t ) 


⑴ 


Xn («,//), 当0<尤<&， 
Xn ( t ，//)， 当以《《2 
[Xn ⑺//),当 


我们给出由五条曲线段组成的曲线 如下： 

f a) a) ^ 

ioi = { ( 名， y ， 亡 ) ： z = z o (t), y = y o (^)> 0 ^ ^ 

Lq2 = {{ z , y , t ) : 2 ； = z ( t ), -oo < r < oo ; y = yl , t = ti }, 

(2) (2) 

I03 = {(名， y ， 亡 ）： 2 = $ o ( 0，y = y o ( 亡)， ^ ^ ^ 

L04 = {( z , y , t)：z = z ( r ), -00 < r < 00 ; y = yl , t = t 2 } i 

(3) (3) 

尤 05 = { (之，？/，尤)：之 = 名 o ( 尤 )， y = y 0 (^)> ^2 ^ ^ ^ !}• 

VII . 假设函数 F ( z , y , t ) 在曲线 i 0 的某个5-管中有直到包括 （n + 2) 阶在内的 
连续偏导数. 

下面的定理是正确的，但在此我们不进行证明. 

定理 4.4 当满足条件 I 〜 VII 时，存在常数//0 > 0, 5 > 0和 C > 0,使得当 
0 < // <抑时，在曲线 A ) 的5-管中存在问题（4.319)， (4.320) 的唯一解 X («，//),且 
对1满足不等式 


， \\ X ( t ^)- X n ( t ^) W ^ Cfi n+l . 

注 1. 如果只考虑解的存在性和唯一性,那么在条件 VII 中只须取 n = 0. 

2.由 (4.350) 得出，所论解的 j /分量的极限曲线是由三段组成的折线 (4.328) 


(4.350) 
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3. 上述类型的构造也可以对更一般的方程组进行，例如当 (4.319) 第二组方程的右端不等于 
z , 而等于 /( z ， y ， t )， 以及 y 的维数大于2,这时定解条件不同于 (4.320) 仅在于当 t = 0和 t = 1 
时不给定 y 的全部分量.至于 z 的维数是本质的，它必须为二维，否则在构造渐近解时，像第2 
段那样会出现超定方程组. 


4. 在当向量^的维数为 M 的一般情况下，解也可能存在，这时作为 y 分量的极限曲线是由 

M +1段曲线组成的 折线; 但是为此必须要求方程 F ( z , y ， 0 = 0有 M + 1个根 z =匕) （ y ， t)，i = 
1，2，.. ， M +1， 以及定解条件的个数为 M + m ; 于是按照给定的定解条件可以像上 面讨论 M = 2 
时的同样步骤构造顶点在〖1，£ 2 ，。.，£似的由 (M + 1) 段曲线组成的折线〜⑷（即 (4.328) 的推 
广).而且代替 （4.329) 只要下列条件（记号的意义与 （4.329) 相同） 

( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) 

Re A 1 ( i ) > 0, Re 入 2 ⑷ > 0, • • _ ， Re 入 m ⑷ >。，当0 < 亡 < 亡 1 ， 

( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 

Re A 1 ( t ) < 0 ， Re 入 2 ⑷ > 0,…， Re 入 m ⑷ > 0，当亡 i <亡彡亡2， 


(M+l) , (M+l) (M+l) r 

Re A 1 ( t ) < 0 ， Re A 2 (0 < ◦， …， A m (0 < ◦， 当〜 ^ ^ ti , 
成立.即可像上面对 M = 2 时的讨论过程那样进行后面的论证. 

作为本段的结束，我们介绍一个具有所论类型解的方程组例子（参看 [16]). 


^ ~ z i ) ^ - z \\ 邮 1 


dt 


dt 


dt 


zi 


1 

2 7 


dy2 

dt 


2 / i (0) = 2 / 2 ( 0 ) = 0， yi ( l ) = 2 / 2 ( 1 ) = 0 


这时退化方程组有根 


Z 2 


(4.351) 

(4.352) 


卽) 


⑴ 

(i) 

^2 


( ? 


1 



0 


0 





对应的特征值均为常数 




( 1 ) 

A 1 

⑴ 

A 2 


2 


2 


(? 



1 




1 



1 


1 


-2 


2 


按照上述办法（考虑到关于/的注 3) 构造出的折线 （4.328) 为 ⑷ = = ^ 


2 /oi (0 


2 5 当 

I _ 1 当 i < t <- 
4 2,彐 4( (4 

t 1 & 3 


V02(t) 


一 t ， 当 0 < f < 7 , 

4 

= i-i 当 

t — 1，当 — ^ t ^ i . 

4 


(4.353) 
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容易求出问题 (4.351), (4.352) 的精确解，利用精确解的表达式可以确信解的?/分量 
当 M — 0时趋于折线 （ 4 .3沾)， 即 

lim y ( t ， fi ) = y 0 ( t ) , 当 0 < i 彡 1. (4.354) 

卩 —0 / 


练习找出问题 ( 4 . 351 ), ( 4 . 352 ) 的精确解，并且验证等式 ( 4 . 353 ), ( 4 . 354 ). 

4. 在相同稳定性程度的根之间的转移 在本段将证明， 从根资到根货 的转移 

现象不仅可以发生在货所对应的特征值\有负实部的个数较多的情况下，而且也 

(j) (Jc) 

发生在 V 和 V 所对应的特征值\有负实部的个数和有正实部的个数分别都相等 
的情况下，亦即资和？有相同的稳$性程度. 

我们将对与一个二阶方程式 / x 2 ^ = F ( z , t ) 等价的方程组 

^ = F(z 2i t ), 冷 O^t^l ( 4 . 355 ) 

及边界条件 

之 2 ( 0 , "）= 0 ，么 2 ( 1 ，"）= 0 . ( 4 . 356 ) 

进行详细讨论. 

为了研究上述现象,我们首先考虑从 (4.355) 得到的定常系统，为此在 （4.355) 右 
端令 i 等于常数: T 并作变量替换 i 


尝 = F ( z 2 , T ) = F ( z 2 ), 尝 H (4.357) 

这是 (4.355) 当 f = 7 1 时所对应的附加方程组（见第一章）.设函数 F{z 2 ) 有三个简 
单零点勿=灼 ， i = 1，2, 3,而且对 i = 1，3有(的）> 0以及巧 2 ( 内）< 0 (见图 5). 
我们引进相平面 { z u z 2 y )k (4.357) 消去 T 即得 

F{z)dz^C = ^{z 2 )^C 



于是有 



图 5 函数 F(z 2 ) 的图形 


z\ — ±V2\/ ^(z2) + C. 


(4.358) 
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由此可见，相轨线族 (4.358) 依赖于 ^( z 2 ) 图形的特性而 不同； 可以将其分成三种情 
况，其中每一种都在图 6 上画出 ^ { Z 2) 的图形及其对应的相轨 线族： 

( a ) 

f ^ P 2 f < p 2 

I F ( z)dz > I F ( z)dz 

^ (fil J < f 3 

即在图 5 中的面积 I 大于面积 II ， 或者 电(叭）< ^ 3 )； 

( b ) 

I F { z)dz < I F ( z)dz 

J (fil J ( fi 3 

即面积 i 小于面积 ii ，或者 电 Opi ) > 

( c ) 

r < p 2 f < fi 2 

/ F ( z)dz = / F { z)dz (4.359) 

^ <fl J ( fi 3 

即面积 I 等于面积 II ，或者 = $(^ 3 ) - 这时鞍点皋和 A 3 用两条分界线联接 
起来（见图6 c ))， 即形成所谓的胞腔. 

我们现在转到非定常系统 (4.355) 的讨论. 

I . 假设函数 F (勿， i ) 在 ( z 2 , t ) 平面上的某个区域 D 中有直到包括二阶在内的连 
续偏导数. 

II . 假设方程 F ( z 2 , t ) = 0有满足下列条件的三个根 22 = = 1,2,3: 

1 ) 对0 < i < 1 有 < ( f 2 ( t ) < ( f 3( t ); 

2 ) 区域 {( z 2 , t ): 痛 灼⑷， 0 ^ t ^ l } cD ; 

3) 对 i = l ，3 有 

F Z 2 Ofi ( t )， t )>0, 当 （K 亡彡1， 

F z 2 (^2( t ), t ) < 0,当 0 彡 6 彡 1. 

由条件 II 即知，对任一确定的 t e [0 ,lh F ( z 2 , t ) 的图形都是像图 5 的样子.这个图 
形可以随着 i 的变化而有些变形，特别可能变动面积 I 和 II 之间的关系.于是，如果 
对于某个值 t = 了时有面积 I 和 II 相等，亦即在对应于值 t = 了的附加方程组的相 
平面上出现胞腔（情形 B )), 那么可以看到问题 (4.355), (4.356) 的解从根 < p s ( t ) 到根 

Mt ) (这两个根都是条件稳定的： （ ^， 2 ⑷= ±^ F Z 2 ( i p i ( t ), t )) 的转移现象.反过来 
说，为了从一个鞍点到另一个鞍点的转移，它们之间应当存在着分界线形式的“桥” 
(见图6 c )). 

利用§14的渐近公式可以得出这个结论，我们证明存在像图7所描述那种类型 
的解，它具有与图6 c ) 相对应的 转点： T (我们这样约定，称使得 句 =内且属于 
(0，1 )的 i 值为转点).为此我们采用下述方法.从一个在 i = 0和 t = 1之间且 
暂时还不知道的值: T 出发，我们利用§14的算法，在区间 [0, T ] 上构造一个满足条 
件 z 2 (0, fi ) = 0, z 2 ( T , fi ) = ip 2 ( T ) 且当 /x — 0时趋于（0,外⑷）的方程组 （4.355) 的 
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图6 1是争(幻）的图形 • 坐标为 { zi y Z 2 ) = (0^ ( pi ) 的点 i 4 l 和坐标为 (21,22) = (0, ( p 3 ) 的点乂3是 

鞍点； 坐标为 (^1,22) = (0,¥> 2 )的点先是中心 • 2 是分界轨线 ■ 3是围绕中心的闭轨线,箭 
头表示相点随 T 增加的运动方向. 


解的渐近表达式.换句话说，我们构造了一个对应于图7上左半部分的渐近解.由 
于 I 和 II ，在§14中所列举的这个解的所有存在性条件，暂时除了条件 V 之外，都满 
足了; 关于条件 V 将在下面 说明' 


_ _ 

①对于 i = l ,3, 矩阵的特征值% ⑷和% ⑴所对应的特征向量 ( 匕⑴二 

1 , 0 

•( t ) 1 Hi ) 1 

b 11 ( t ) 和 ( f 2 ⑷=:产 21 (<) 具有这样的性质,即对于 K 1和= 1，2有⑴/ 0. 

(i) yi) 

•心 12 (t) J I b 22 ( t ) J 

因此在我们现在的情况下，包含在§14, V ， a ) 中的条件 detBn ( O ) ^ 0 5 det B 22 (0) ^ 0,以及包含在 

/o\ (31 (3) (31 

§14, V ， b ) 中的类似条件就归结为条件 b u (0) / 0, b 22 ⑼^ 0, fe n ( T ) ^ 0 , b 22 ( T ) + 0,且都 
得到满足.关于图7的右半部分 (i = 1) 也有同样说明.因此下面只须考虑有关 S + 和的条件. 
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图7 1，2,3是22 

变点. 


i = 1,2,3,的 图形； J 是问题 (4.355), (4.356) 解的22-分量图形, T 是转 


我们注意到由于这时在区间两端给定的是同一个分量办的值，因此，上述问题 
并不完全类似于§14所描述的情形，但是对于这种情形，这个理论仍然正确（参看 
§14第十一段). 

完全一样地我们在区间[: T ， 上构造方程组 (4.355) 满足条件 z 2 ( T ^) = ^ 2 ( T ), 
z 2 ( hfi ) = 0且当 /x — 0时趋于（0，列⑷）的渐近解，亦即对应于图7上右半部分的 
解.由于 I 和 II ，这个解的存在性条件,暂时除了条件 V 之外，也都满足了. 

使得对应于上半部分和下半部分的 A 表达式在点: T 处相等，即得决定那个实 
际上就是转点的值: T 的方程，因为在: T 处，对应于左半部分的曲线与对应于右半部 
分的曲线光滑地连接了与@只差因子 M ). 我们注意到—般来说，是 M 的 
函数，因此应当求它在如下形 式 :： T = T 。 + +…+ //八+….量： To 就由 q 的 

零次近似项等式的条件决定.我们只就零次近似进行 讨论， 因而下面就略掉 7 b 中的 

下标0 ( T*o = T 1 ). 

根据§14第五段，我们用下面的公式给出对应于左半部分且精确到 0 M 的解 
(边界函数的第一个下标表示由 [0， lj 分成的两个区间的号 码)： 


zi ( t , / i ) 


( 1 ) ( 1 ) 

no Zi(r 0 ) + Q 0 2 i(r T ) + 0 (")， 

(l) ⑴ 

+ no z 2 (ro) + Qo z 2 ( tt ) + 0(fi) 


(4-360) 


其中边界函数 #0 4t 0 ) 和 Zi (T T ) 由下列方程和定解条件所 决定: 


(1) 

a IIo zi 

dr 0 


(l) 

F((fs(0)^ IIo 22 , 0 )， 


( i ) 

a IIo z 2 
dro 


(i) 

IIO A, T 0 


一 > 0 , 


(l) (l) 、 

IIo 名 2(0) = -#3(0 )， IIo Zi ( oo ) = 0， i = 1,2; 


(i) 

d Q 0 zi 
dvr 


F(^(T) + Qo z 2 ,T), 




(4361) 


丁 T 




< 0， (4.362) 
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( 1 ) ( 1 ) 

Qo ^ 2 ( 0 ) — W2 ( T ) - Q 0 Zi (- oo ) = 0, i — 1,2. 

另一方面，方程组 (4.355) 对应于右半部分的渐近解为 

( 2 ) ( 2 ) 

= n 。 zi ( r T ) + Qo ^ i ( ri ) + 0 (^), 

(2) 碎） 

IIo z 2 ( tt ) + Qo z 2 ( n ) + 0( 〆 )， 

其中 


(4.363) 


(4.364) 


d n 0 ^ 

dvr 

(2) 

: f ( 灼 (r)+ n“ 2 ，： r )， 

(2) 

d Ho Z2 

drr 

(2) 

= IIo 

， Tr ^ 0, 

(4.365) 

(2) 

no 22(0) = ^2(^) - 

(2) 

11 0 2 t ( oo ) = 0, 

i = l ，2; 

(4.366) 

(2) 

d Q 0 zi 
dr \ 

: F^C^+Qo z 2 , l ), 

(2) 

d Qo z 2 

dr \ 

(2) 

=Qo 2 i ， 

t 一 1 

Ti = 彡 0, 



( 2 ) ( 2 ) 

Q 0 2 2 (0) = n(l )， Q 0 Zi(-oo) = 0, i = 1,2. 

( 1 ) ( 2 ) 

当 t = 了时，令 （4.360) 和 （4.364) 相等， 并考虑到在 t = 了处 IIo A 和 Qo A 都是 
指数式小的量，于是其零次近似即得 


( 1 ) ( 2 ) , 

Qo z i (0) —IIo 么 1(0 )， 

(1) (2) 

^3(^) + Qo 2 2(0) = ^ 1 (^)+ IIo ^2 (0). 


(4.367) 


(4.368) 


等式 (4.368) 直接由条件 (4.363) 和 (4.366) 推出，而等式 (4.367) 就是关于: T 的方程 

(因为方程（ 4 .36 2 )和 (4.365) 以及定解条件( 4 .363)和 (4.366) 的右端都含有： T ， 所以 
(1) (2) 

Q 0 q ( T T ) 和 no z ^ tt ) 也都依赖于: T ). 


(i) 


为了确定了，我们在( 4 .36 2 )和 (4.363) 中作变量替换 ? i ( r T ) = Q 0 z ^ vrlM ^ r ) 


⑴ 


外 CO + Qo z 2 ( tt ). 于是（4.362)， (4.363) 成为 


(4.369) 


? 2 (0)= 外 (: T) ， 5(—00) 


同样在 (4.365), (4.366) 
( 2 ) 

IIo 22(7^) 即得 


22(-00) = ( f 3 ( T ). 
(2) • 、二 


中作变量替换 zi ( rr ) =IIo zi ( TT ) y Z 2( rr ) 


MT ) + 


dzi p/X m 、 dz2 - 


(4.370) 
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?2(0)=内(：0， 1(00) = 0， %{ oo ) = ^{ T ). 


在新变量下方程 (4.367) 成为 

? i (0) = ? i (0) (4.371) 

容易看出，无论是 (4.369) 或者 （4.370)， 除了记号不同之外，都是方程组 (4.357). 
我们假设它对应于图6 a ) 的相轨线图，于是值 石⑼ 对应于图8上的点汔而值 ^0) 
对应于垂直线 1 上的点由此即见条件 (4.371) 不能满足.如果图 6 c ) 的相轨线 
图成立，同样条件 （4.371) 也不能满足.因此，只有图 6 b ) 的相轨线图才能保证所需 
要的等式成立.总之，我们得出: T 应当 是在相平面上形成胞腔①的那个 t 值 的结论. 
这将写成下面的条件 IV ，但在此之前需要将方程 (4.371) 变成适当的形式. 



图 8 1 是对应于 t = r 时相平面 （ ii ， 石） 上的直线 2 和 3 是对应于 t = 0 时相平面 
(zi, Z 2 ) 上直线22 =0的两个不同位置. , 

除此之外，为了实现当 （ = 0和（二1时每个半环相轨线图必须满足的对应于 
§14中条件 V ( a ) 和 V ( b ) 的确定条件， 在点 t = 0 ,对于左半环必须保证满足条件 
V ( a )， 而在点 t = 1，对于右半环，必须保证满足条件 V ( b ). 我们注意到，对于左半环 
的条件 V ( b ) 和对于右半环的条件 V ( a )， 亦即在点 i = 了处的条件，由于当 t = 了时 
胞腔的存在性条件本身而自动满足了.实际上，点（0,内 ( T )) 位于胞腔内部，即直线 
?2 = ^( T ) 与从鞍点（0,仰 ( r )) 出发到鞍点 (0,^( T )) 的分界轨线相交.换句话说， 
值？ 2 = MT ) 是属于描述过鞍点（0,仰 ( T )) 的流形的函数 A = f ( z 2 ) 的定义 
域，而这个与过鞍点 (0,^( T )) 的流形是同一个，它就是连结这两个鞍点的 
分界轨线.关于 f 2 = MT ) 也是一样. 

我们现在必须弄清楚如何才能使得左半环满足条件 V ( a ). 在对应于 i = 0的附 

加方程组（它可以从 (4.361) 利用替换 ? i ( r 0 )-no ^ i ( ro ), z 2 ( r Q ) = ^ 3 (0)+ So 勿(邛) 
得到具有 (4.357) 的形式的方程组，如果略掉1，2上的记 号〜, 并在 （4.357) 中 
令 : T = 0 ，t =吓，则就得到所要的附加方程组）的相平面上，一般来说存在回线 ® (见 
图6 a ) 或图6 c )). 例如，对手图6 a ) 的情形，条件 V ( a ) 就意味着直线石= 0不应当 

_ ①亦_上下^条对&的异宿轨线2和左右两个鞍点山和态组成的闭环线，并且由过中心 
奇点的垂线分成左半环和右半环——译者注. 

©即由一个鞍点和一根当 r ^± oo 时都趋于这个鞍点的同宿轨线组成的的闭环线——译者注. 
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位于环线的外面，否则这根直线（即图8上的直线 2)® 就不与对应于(0,^3(0))和几 
何上表示这条环线的流形 S + 相交.因此，为了满足条件 V ⑷就要求直线 石 = 0 ( 即 
图8上的直线 3) 应与环线相交.当 i = 1时也应当满足类似的要求，这就是： 

III . 假设在与方程组 


dzi 

dr 0 


叩 2 ,0)， 


dZ 2 

dr Q 


zi 


对应的相平面上，直线= 0与当 r 0 — > oo 时进入鞍点 （0， p 3(0)) 的分界线相交. 
假设在与方程组 


dzi 

dr 0 


=难 2 ,0)， 


^2 


dr 0 



对应的相平面上，直线= 0与当 To —*■ — oo 时进入鞍点 （0， pi ( l )) 的分界线相交. 

我们现在来写出方程 （4.371) 的另一个形式.等式？ i = f ( z 2 ) 就是方程组 
( 4 . 369 )(或 (4.357)) 当 rr = - oo 时从点 (0,^ 3 ( T )) 出发的分界线方程.于是在 (4.358) 

t ^2{ T ) 

中令 c = F ( z ， T)dz 即得 f ( z 2 ) 的表达式 

J<P3(T) 


Z! = -V2J r F{z,T)dz. 

V J ^(T) 

同样，对于方程组 (4.370) 当= oo 时进人点 （0，(^( r )) 的分界线有 


Zl 


V2\! I F(z } T)dz 

<Pi(T) 




因此由方程 (4.371) 即得 


<P2(T) 

V2il / F(z ， T)dz 

< Ps ( T ) 




< P 2{ T ) 

V2il / F(z,T)dz. 




因而得到 



<P2{T) 




F(z^T)dz 



<P2{T) 




F{z,T)dz 


(4.372) 


这与胞腔条件 (4.359) 完全一样.所以，为了在区间 [0， lj 中的某一点存在保证从根 
Mt ) 到根 Mt ) 转移的胞腔，必须满足如下 条件： 


①不过这时应把图8看成对应于在点《 = 0处附加方程组的相图，而不是上面所认为的关于在 
点 * = r 处附加方程组的相图，这完全是为了节约插图. 
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IV . 假设方程 (4.372) 关于 T 有解： T = 7 10 , 且设 0 < r 0 < 1. 


我们考虑了像在图7上那种类型的渐近解的形式构造条件，现在我们来说明它 
实际存在的充分条件.表达式 


B ( T ) = Q 0 ^⑼―§ 0 ^(0) 


当 : T = 时变成零.设 B ( T ) 在通过 T = T ° 时改变符号.表达式 B ( T ) 在准确 
到 0 (/ x ) 的量阶上是 在点 t = T 的左半部分和右半部分的值的差，这时^等于 
外 ( T ) (无论是左半部分还是右半部分).由此得出，在点7^的邻域中存在:使 
得在 t = T (/ x ) 的左半部分和右半部分的值之差为零，亦即左半部分与右半部分既对 
z 2 , 也对^保持连续地连接 起来； 换句话说，确实存在问题 (4.355) 像图7上形式 
的解. 

利用将 (4.371) 变成 (4.372) 的变换可以将量 B ( T ) 变成明显依赖于: T 的形式 

P<p2 (T) f<fi2{T) 

B ( T )= / F ( z ， T ) dz - F ( z ， T ) dz = F ( z , T ) dz . 

J<P3{T) JiMT) 


由此容易看出，从几何上来说 B ( T ) 符号的改变，就是相图的形式从图6中的 a ) 变 
成 c ) 或者从 c ) 变成 a ). 而为了保证当通过 : T = T G 时 B ( T ) 改变符号，可用如下 
条件： 


V . B \ T °) 


d 




dT 



<Pi(T) 


^3( T ) 


F ( z ^ T)dz 


t=t° 


将得到的结果写成如下 定理: 


〆 o. 


定理 4.5 

列极限等式 


当满足条件 I 〜 V 时，边 值问题 (4.355), (4.356) 的解 存在， 且 满足下 


lim z 2 ( t , fx ) 


lim 2i ( t ， 〆 ）= 0, 
►o 


f Mt ), 当 0< t <: r 0 ， 
⑷，当： T 0 < t < l . 

当 0 < U 0 , 7 10 < f < 1. 


(4.373) 


注 1. 也可以存在着 z 2 ( t ，/ i ) 在 (0, T °) 上趋于而在 （ T 0 ,1) 上趋于 < p 3 ( t ) 的解,这时 
定理的条件和叙述，除了在 III 中将 ^ 3 (0),^ i ( l ) 换成 0(0), 外 (1) 以及在 （4.373) 中 仰⑷和 
^ i ( t ) 相互对换外，其他仍然不变. * - 

2. 如果在区间0 < T < 1中有几次形成胞腔,亦即 B ( T ) 有几次变成零,那么可能存在含有 
几个转点的解. 

< 

3. 问题（4.355)， (4.356) 的痲 基本上不是唯一的，上述的解都可能存在.此外，同时还可能存 
在只趋于 ^ i ( t ) 或者只趋于 < p 3 ( t ) 的解,亦即在§14中所描述的没有转点的解. 

4. 上述结果可以推广到 (4.355) 中含有变量2/类型（慢变量）的方程组，对此我们只作如下 
简单的说明. 
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设有方程组 ( y 为 m 维向量） 

= F ( z 2 ， y ， t )， 卷 = S{z2yy,t) 

以及与 （4.356) —样的条件和 m 个 2 /的定解 条件： 2/(0,/ i ) = y °. 设方程 F ( z ， y ， t ) = 0有根 
z = ( pi ( y , t),i = 1,2,3. 我们从方程组 

警=/(外％，。，歹3,0，’歹3⑼=2/ 0 

求出歹 3 ⑷，并记外⑷=外&3,0.于是从 W 3 到外的转点 T G ， 就由方程 

r^iiT) 

/ F(z,y 3 (nT)dz = 0 

KziT) 

确定 . 利用 : T = 我们用方程组 

> 

^ = /( wi & i ，0, 歹 i ，0， yi ( T °) = y 3( T °) 

确定 Mt ). 在某些类似于定理 4.5 条件的辅助条件之下，可以保证满足下列极限等式的解的存在 
性： 

f y 3 ( t \ 当 o < Kr 0 ， 

0 l 扒⑷， 当 r 0 q < i . 

f 灼 (1? 3 ⑷， 0 ，当 0<*<T 0 ， 
lim Z2 ( t , n ) = { 

{Myi(t),th 当： r 0 <*<i. 


上述考虑的从鞍点到鞍点的现象首先是由 K). IT . Borjiaes [5] 进行研究的，在 
他的工作中考虑了方程组 (4.355) 及含有慢变量的更一般形式.在解的存在性研究 
中，他应用了一些更为一般但确定意义的作为极大值原理的稳定性准则 ■ 

例子. 




dz\ 

dt 


(Z2 + 1)(22 — 1.5)(^2 — M 


dz2 

dt 


Zl 


22(0,/ i ) = 0, 22 ( 1 , m ) = 0 . 




在这个例子中， fi = —1,^2 = t,(f3 = 1.5, T° = 0.25, 因而对所求的解有 

f 1.5, 当 0< t < 0.25, 

lim z 2 ( t , fi ) = Z2 ( t ) = < (4.374) 

0 1—1， 当 0.25<t<l. 

对于如下的退化结构 

f — 1，当 0< t <0.25， 

Mt) - { (4.375) 

1 1.5，当 0.25< f < l . 

在 k 1处并不满足定理 4 .5的条件 III . 如果用 z 2 ( l , fi ) = l 代替条件 ^(1^) = 0, 
那么对于两个退化结构，即 （ 4.374) 和 （ 4.375) ， 都满足定理 4 .5 的条件，从而保证存 
在两个解，其 22 分量分别趋于这两个退化解. 






练习验证这些结论. 
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在 （4.357) 中可能出现对任何 r 都有胞腔的情况，于是，这时也可能存在像图 
7 所描述的带有转点 r G 的解，为了找到 r G 可以利用同样的设想，但是应当代替 
(4.360) 和 (4.364), 取精确到 0(/ i 2 ) 的渐近表达式.决定 r G 的方程将比 （4.372) 更 
复杂 ((4.372) 这时成了恒等式)，亦即 （下面 的公式是对于三 0的） 


a cm 


_ 1 _ 


o S； i{T) [iPi(T)F Z2 (z 2 ^ + F t (z 2 ,T)]dz 2 ^ 

^/2f； i{T) F(z 2 ,T)dz 2 Z 





(4.376) 


这个方程是在 [18] 工作中得到的. 

如果 (4.355) 为定常系统 = 常数，从而 ipi(t) = 0,Ft(z 2 ,t) = 0 ) 7 那么方程 
(4.376) 成为恒等式.这时问题 (4.355), (4.356) 也可能有转点解，但应从另外的设想 
才能找到这些转点.在文章 [22^231 中研究了定常系统. 

在 [22] 工作中研究了方程组 




dz 

dt 


= z i z ) 


这里都是二维向量.假设在相平面 z 上存在图6 ( c ) 型的胞腔，但现在它关于 
zi , z 2 轴的位置已是任意分布了（见图 9). 对于像图7上那种类型解的转点 r ， 在零 
次近似是由公式① 

r 0 = ^ 

Af - 



图 9 Ax, A 3 是鞍点， A 2 是中心， 1 是分界轨线， 2 是围绕中心的闭轨线之一. 


①在 [22] 中不是考虑条件 （ 4.356), 而是周期性条件，但是关于转点的方程在两种情况下都是同 
一个. 
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确定的，这里灼和灼是平行于 f 轴的直线，而其中蛑是对应于灼的特征方程的 
正根， a 3 - 是对 应于仍 的特征方程的负根.在 [22] 中还得到对 r G 在 o ㈤ 阶的修正. 


5. 关于从一个根转移到另一个根的其他类型的注 上述从一个根转移到另一个 

根的现象，或者称之 为跳跃现象， 并不限于上面仔细讨论的那些情形.跳跃现象往往 

由于下述原因而出现.我们考虑最简单的一维情形 

0 


dz 





= F{z,t). 


设方程 F(z,t) - 0有三 个根： 外⑷，内⑷和抑⑷，并设在点 t ：- r 处，内⑷和 
< P 3( t ) 连接起来.我们假设分支 < P 3( t ) 是右稳定的，以及根 ( fl ( t ) 也是右稳定的，而分 
支 if 2 { t ) 为左稳定的.我们考虑初值问题 z (0^) = z °, 这里/ 如图10所示那样选 
取.按照第二章的理论，对于 f > 0对应的积分曲线当 / i -0 时逼近于灼⑷.而且 
只要曲线不进人对应于 t = r 的点4的邻域，在第二、三章发展起来的理论仍然正 
确.当尤= r 时有外=外及 F Z (^ 2 ( T ), T ) = f z (外 ( r )， r ) = o . 因此第二、三章的 
理论就无法对积分曲线后面性质的问题给出解答.对曲线在点 t = r 邻域中更仔细 
的研究说明，随着 t 的增加，曲线由于惯性而离开外⑷而向右拓展，而且进人属于 
右稳定根外⑷的影响域，且由于快速地转移到 幡) 的邻域，以后就停留在这个邻 
域里.取极限即得间断解 


lim z(t, /i) 


㈣ )， 


当 o < t < r ， 
当 t > r ; 



图 10 1 ， 2, 3 是 2 ： = (fii(t)y i = 1 ， 2,3 ，的图形 , J 是 2 ： = p) 的图形 . 

表面上看好像是上面研究过的情形，这里也出现内部层，但是由于与 F z (z,t) 变成 
零有关的奇异性，在此内部层的渐近解结构比 （ 4.360) 和 (4.364) 要复杂得多，有 
关这方面的研究已超出本书范围（有兴趣的读者可参看 JI . C. 庞特里亚金 （ JI . C. 
rtoHTpHrHH) 和 E. 企.米先柯 （ E. 企. MHmeHKo) 的工作[ 49 , 43 ]， 他们对相当一般的 
方程组仔细地研究了上述的跳跃现象). 
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§ 16 . 产生无穷大解值的边值问题 


1. 最简单例子的分析 我们考虑线性方程式 / i ， = + 1 (a <0 为常数）的 

等价方程组 


及边界条件 


= az + 1， y f = z , 
y (0,/ i ) = y ( l ,/ i ) = 0. 


(4.377) 

(4.378) 


我们来试一试看是否能够应用上面有关渐近稳定性情形的格式来解决这个问 
题，亦即§13的格式或者§15中第2段的格式.不难相信，§13格式的可应用性 
条件并不满足，因为方程组办= 0关于吻不可解.实际上， (4.378) 的零次近似为 
y 0 = O,y 0 (l) = 0, 而由于 yo = y o (0), 因此这就表 7 K 退化方程^0 = — ~的解应当 
在 t = 0 和 f = 1 都 为零； 但这是不可能的，因当 f = 0 时％⑼= 0 &退化解为 
〜⑷= - 1显然它当 t = 1时不为零. 

§15 6?格式也不能用，因为在本例中的函数 F 关于 2 是线性的（参看定理 4.3 的 
注 3). 因此问题（4.377)， (4.378) 解的渐近性质显然与§13和§15所讨论的不同. 

问题 (4.377), (4.378) 的精确解为 




exp ( ot // x ) 
o(l — exp ( o // x )) 



从 (4.379) 即见， 




1 exp ( ot // x ) 

/i o(l — exp ( o // x )) 



之(0，卩）= — 


1 1 

/x o(l — exp ( o // x )) 



(4.379) 


亦即当 /i — 0 时 z (0,/ i ) 的值为无穷大量.由此建立这样一个概念,对上述问题无论 
讲过的哪一个格式都不能用，因为这些格式只适用于为有界量的情形. 

上述例子说明，为了研究类似于上述例子类型的边值问题，必须考虑构造当 /i — 
0时 2 的初值为无穷大量的初值问题的渐近解. 


于是,如果方程组对 2 是线 性的， 且初始条件为 


z (0，/ i ) = — , y (0,/ i ) = y 0i (4.380) 

那么对于这种类型的初值问题的解，还是可以构造像第三章那种类型的渐近解，唯 
一不同的是这时对于的边界级数是从 / i - 1 阶项开始的（参看 [16]). 

2 .z 有无穷大初值的初值问题的渐近解 我们只限于讨论与一个二阶拟线性方 
程式等价的方程组 


M 尝=物，如 + B ( y ， 0 ， 尝= 0 G 彡了; 


( 4 . 381 ) 
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为了下面应用于边值问题，我们给出比 （4.380) 稍微一般的初始条件 


2(0,/ X ) 


Z-l 

- - h 20 + flZl + 


攀 •籲 




， y (0, / i ) = y 0 + fiy x + 


« • « 


(4.382) 


我们找问题 （4.381)， (4.382) 的解像在第三章那样形式的渐近展开，不过要考虑 


到上述关于的边界级数的差别，亦即 


= Zo(t) + 々1(0 + …+ -U^iz(t) + n 0 2(T) + 




(4.383) 


y ( t ，/ i ) = y Q ( t ) + Wi (0 + *** + n 0 y ( T ) + fjJliy ( r ) + …； 

我们按照第三章同样的规则来决定这些展开式的系数，即由下列方程 确定: 

dUk-iz , A , dn. k y , 

■ = Uk - i(Az + B )^ — ； — = lik-iZy k 


dr 


dr 


0 = A ( y Oj t)zo + B ( y o , t ), 


(Wo 

dt 


dzk 


l 


( Az ^ B ) k , 


<Wk 


Zk , k 


= 0，1，…， 

(4.384) 

ZQ , 

(4.385) 

1 ，2,…. 

(4.386) 


dt . — /K7 dt 

这里不同于第三章的是关于 n fc y ( T ) 和 n fc _ l 2 ( r ) 的方程组已经不能分开来求解，特 
别对 k = 0 有 


犯一 12 = A(y o (0) + n o y, 0)n _ l2 ， ， = n _ l2 


dr 


dr 


(4.387) 


像通常那样，我们要求 


n 0 y(oo) = 0 


(4.388) 


于是由 (4.387) 的第二个方程即得 



n 0 i/(r) = - U - 1 z ( s)ds 


(4.389) 


但是与第三章中相似的等式不同的是 (4.389) 并没有求出 n 0 y ( r ), 因为 U ^ z ( r ) W 
时尚不知道. 

为了下面研究的方便，我们利用新的变量 


y =豆0⑼ + n oy 

(特别，这里 y Q (0 ) 暂时也不知 道)， 于是由 （4.378) 即得 


dH-iz 


砸， 0). 


(4.390) 


(4.391) 


从 （4.38 2 ) 和 (4.383) 可得 


n_iz(0) = 如⑼ + n o y(0) = y 0 , 
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由此及 (4.390) 即知 


m 


据此对 (4.391) 积分即得 


Tl^iz 


+ 


dy 

dr 



yo - 

(4.392) 

f ^{ y .0) dy . 

yo 

(4.393) 

= f 即得方程 

dr ar 


y 

物， 0) dy , 

(4.394) 


yo 


按照第二、三章的说法，这个方程可以称为附加方程（见 (2.24)). 令其右端为零即可 
求出这个方程的奇点 

[V 

2-1 + / A ( y , 0 )dy — 0. (4.395) 

Jyo 

I . 假设方程 （4.395) 有解分 =沅， 而且 A ( y o ,0)<0. 

由此假设立即可得，奇点^当 T — OO 时是渐近稳定的. 

II . 假设值 y 0 属于奇点歹=恥的影响域. 


于是有 

由此即见,若令 


lim y ( r ) = y 0 . 



yo (°) = Vo 


(4.396) 


则由 (4.390) 可知 n o2/ 满足条件 (4.388). 

经过求积从 (4.394) 可以得到歹（作为 t 的隐函 数)， 因此由 (4.393) 即得 I 1_ i 2 ( t )， 
而由 (4.390) 即得 n 0 y ( r ). 我们注意到，这里不同于第三章的是 H Q y ( r ) 不恒等于零， 
而初值 豆 0 (0) 与 如 的差值为量 y 0 - yo - Aych 由 (4.389), ( 4 .390) 及 (4.392) 这个量 


可写成 



H-iz{r)dT. 


(4.397) 


III . 设.具有初始条件 （4.396) 的方程组 (4.385) 在区间 0 < f 彡 r 上有解 
I/o(0^o(0- . - 


IV . 假设对 0< t < T 有 A ( y 0 ( t ), t ) <0. 这里条件起了像第三章中稳定性条件 
(3.22) 的作用. 

我们在 ( v ， t ) 平面上给出由两条曲线段组成的曲线 如下： 


L oi = {( y , t):y = y ( r ), 0 ^ r < oo;t = 0}, 

Lq 2 = {(y,t ) : y = yo(t), O^t^T}. 




I 
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V . 假设函数 A ( Vi t ) ^ B [ y ， t ) 在曲线 L 0 的某个 <5-管中对2/和 f 有直到包括 
(n + 2) 阶在内的连续偏导数. 

为了确定展开式 (4.383) 中随后各项，我们必须利用从= 1开始的线性方程组 
(4.384) 和 (4.386). 

对任意 A ： 彡1考虑方程组（4.384)，将其详细写出来即为 


dUk-iz 

dr 

d^kV 

dr 


A(T)U k -iz + n fc y) + ^fc-i(r) 


(4.398) 


n fc 一 iz ， 


这里 A ( t ) = 4(% ⑼ + n o y(T) ， 0 )， A y ( r ) = 乂/ ㈤ ⑼ + n 0 y(T) ， 0 )， ^ fc - i ( r ) 是用前面 
号码的 U iX ( r ) 所表示，而〜⑼暂时未知.也像在方程组 (4.387) 的讨论中那样，作 
如下的变量替换 


yk = y k (0)^ u k y , 


(4.399) 


于是方程组 (4.398) 就变成 

(d^k-iz _ 
dr — 


A(r)Yik-iz + A y (r)Ti-iz{T)yk + 九一 i(t) 


(4.400) 


dm 

dr 




从 (4.383) 可得 n fc _ l 2 ( T )，％( T ) 的初始条件 


IIfc _ iz (0) = zk-i - A - i ( O )， （4.401) 

ym = y fc . (4.402) 

求出问题 （4.400) 〜 (4.402) 的解 U k ^ z ( r ) } y k ( r ) 之后，利用 (4.398) 的第二个方程， 
即可用等式 

n fc y ( r ) = - J U k ^ iz ( s)ds (4.403) 

求得 n fc y ( r ). 下面将证明 II - 函数满足指数式估计，从而推出在 (4.389), (4.403) 以及 
后面一些公式中的广义积分的收敛性. 

在 (4.399) 中令 t = 0,并利用（ 4 . 4 0 2 )和 (4.403) 即得 

pOO 

歹 fc (0) = Vk + n fc _ i2 ( r ) dr . (4404) 

Jo 

从方程组 (4.386) 及初始条件 (4.404) 即可求得解 y k { t ), 知 ( t ). 

用同样的方法我们求出了展开式 （4.383) 中包括号码 n 在内的项（条件 V 容许 
这样做).我们注意到，在从方程组 (4.384) 当 A : = n + 1时求出 U n z ( r ) 的同时,也得 
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到了将在余项估计时用得着的函数 yn + i(r). 像以前那样，我们用心和 Y n { t ^) 
表示级数 (4.383) 直到包括第 n 项的部分和. 

定理 4.6 当满足条件I〜V时，存在常数 /i 0 >0和 c>0, 使得当 
时，问题（4.381)， (4.382) 存在唯一解且对 0彡 t < r 满足不等式 

\x(t,fi)~X n (t,fi)\^c^\ (4.405) 


注1 . 如果只为了证明存在性和唯一性，那么在条件V中只须取 n = 0. 

2. 我们注意到在所论情况下， ?/(* ， W 当 /X — 0 时的性质类似于在初值问题 (3.18), (3.19 ) 中 
z(t^) 的性质，即在 * = 0 时 y{t^) 很快地从值如变到接近于值％ . 解的 2 /分量出现这种所谓 
的初始跳跃是基于 z 的无穷大初值的 . 这个跳跃量 △?/() 由公式 （ 4.397) 给出 . 

证明 定理 4.6 的证明是按照证明第三章的定理 3.1 时同样的步骤进行的，只是 
在细节上有些差别. 

我们首先证明 n fc - l2 ⑺， n fc y(r), A: = 0,1， 2 , … ， 满足 (3.58) 型的指数式估计 

| nfcx ( r )| ^ cexp (- Kr ), 当 t > 0. (4.406) 


我们从方程 (4.394) 出发，这是一个像附加方程 (2.24) 的方程.由于（4.390)，这个方 
程可以写成 


d^oy 

dr 



yo+Tloy 


A{y,0)dy 


yo 


由此看出它完全类似于第三章关于 n 0 z(r) 的方程 (3.43). 因此利用引理 3.1 可以断 
定在所论情况下， n 0 y(r) 满足 （4.406)， 其次， （4.387) 的第一个方程完全类似于，例 
如， U lZ ( r ) 的方程 (3.74) (而且还是 (3.74) 的特殊情形).在 (4.387) 中的 IIo y (T) 起 

了 （3.74) 中 Ii 0 z{r) 的作甩因此由同一条引理 3.1, n_iz(r) 也满足 (4.406) 的估计. 

□ 


我们现在转到方程组 (4.400). 在对较小号码的 n- 函数都满足不等式 (4.406) 
的假设下，像在引理 3.1 中对于 U (丁)那样（参看 (3.80)), 对 t 彡 0 可以得到 
A-i(t) 的估计^ cexp(- 灯)■从 (4.400) 的第二个方程和初始条件 (4.402) 

有 T 

2 /fc(T) Uk-iz{s)ds. 

Jo 

将此代人 (4.400) 的第一个方程即得关于 n fc _^(r) 的积分-微分方程 

U k -iz(s)ds- ^fc-i(r) (4.407) 

这里 ^ k - i { r ) =如-办) +、( T ) n _ l 2 ( T ) y fc 有像如-办）同样的估计.将初值问题 


dUk-iz 

dr 


A(r)Tik-iz + Ay(T)H-iz(r) 



o 
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(4,407) ， (4.401 ) 写成如下的等价积分方程 


Tik-iz(r) = (z k -i - z fc _ 1 (0))exp( j A(s)ds) 


8 


I exp( / 4 ⑻办 ) [4 ⑷⑷ / n fc 一; + ⑷] ds 

0 Js JO 


并将其重写成 


Uk ^ zir ) = / ^(『，岣瓜一一⑷办+外一办)， 

Jo 


(4.408) 


其中 


K{t, s) 



8 



exp( / 4 ⑼办 ) 、⑻ II-p ⑻咖 


V?fc-i(r) = (z k ^i - Jfc_i(0))exp( / A(s)ds) + / exp( / A(p)dp)^ k ~i{s)ds 

Jo Jo Js 


由于不等式 



exp( / A{p)dp) ^ cexp(-K(r-p)), 对 0 彡 p 彡 t, 


因此 K{t,s) fB ip k -i{r) 满足如下估计： 

|iT(T ， s)| < cexp(-Kr), ^ cexp(—/cr )， 0 ( s ( 丁. 

我们证明，对于核 K(r y s) 的预解式 R(r,s) y 成立同样的 估计： 

|i?(r, 5)| ^ cexp(— kt), 对 0 彡 s 彡 t. 

事实上 ，丑 ( t ， s ) 定义为（见 §10 第 2 段） 


(4.409) 


(4.410) 


丑 (j ， s) = y^K k (r, s )， 


fc=l 


其中 


K 1 (t,s)^K(t,s\ K k {r, s) 



K k -i(T,p)K(p, s)dp, k 2,3, 


S 


我们用归纳法证明 K k {r, S ) ， A ： = 1 ， 2 , …，满足不等式 

. .. . [k ( ex P(-^) - exp(-Kr))l fc_1 

iKkir.s)] < cexp(-«r)^ - —~ —-， 0 < s < r. 

(A ： - 1)! 


(4411) 


(4.412) 


(4.413) 


对于 fc = 1 ，由于 （ 4.409) 这个不等式是正确的 . 我们假设对于 Kk-^s ) 这个不等 


式也成立，亦即 


\Kk-i(r y s)\ ^ cexp(-«r) 


[ 会 (exp(-/^) — exp(-Kr))] k - 

(fc — 2)! 


(4.414) 
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利用 （4409) 和（4.414)，从 （441 2 ) 中 K k { r , s ) 的表达式即得 


\ K k { r , s )\ ^ cexp (-« r ) 



S 


T [^( exp (-^)~ exp (—/ cr))] fc - 2 

( k ^2)\ 


cexp (—« p)dp 


cexp (—« r ) 



8 d ) [^( exp (- Kp ) - exp (- Kr))] A： - 1 


cexp (—« r ) 


( fc - l )! 


[会 ( ex P (- 以）— exp (-^ r ))] 


fc —1 


亦即 (4.413) 成立.由于 (4.413)， 现在从 (4.411) 立即得到对 R (丁， s ) 的估计式 (4.410) 
方程 (4.408) 的解可以写成（见 (3.57)) 


n fc ^ i2 ( r ) = ( pk - i ( r ) 



= I R ( r y s )( fk - i ( s)ds 
o 


由此及 （4.409)，(4.410) 直接得出对 n fc _ iz ( r ) 的估计式 （4.406). 于是由 (4.403) 立即 
得到对 IIw ⑺的 (4.406) 估计式.从而证明了对 II - 函数的指数式估计. 

我们注意到函数％ = &⑼+ n fc y(r) = yjb + Jq Tik - iz ( s ) ds 对 t 彡 0 是有界的. 
我们现在转到定理 4.6 本身的证明.令 


权((，"）= z if"> A 4 ) — Z n (t ， fi )， 

- Y n (t,fj) - /i n+1 y n+ i(r) 


(4.415) 


我们注意到这里的第二个方程与定理 3.1 所引进的有些不同，即在此多加了 
一项-， +1 瓜 +1 (幻（其意义将在下面说明).我们记 


丑二 A ( Y n ^ ^ n +1 y n ^ i , t ) Z n + B ( Y n + 


H 2 { t , n ) ^ Z n - ^( y n +^ +1 y n+1 ). 


n 


dt ' 


于是也像在定理 3.1 的证明中那样，不难相信有 H ^ fi ) = 0(/ i n +1 )， 丑 2 ( t ，/ i ) 三0, 
因此余项的方程可以写成 


du 




dt 


# ¥ 

A ( t y fi)u + [Ay(t, / i ) Z n ( t ， 〆 ）+ By(t ， fi)]v + G ( u ， v ， t ， fi )， 


dv 

dt 


(4.416) 


u , 


这里 A{t,fi) = A{Y n +^ 1 y n ^ u t ) 1 记号 Ay{t,fi) y B y (t ， fi) 有同样的意义，而函数 


G ( u ^ v y fi ) = A ( Y n -f " n +1 yn+i + w ， t )( Z n + 以) + B ( Y n -f fi n ^ y n ^i -f v y t ) 
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- A ( t , fj,)u - [Ay(t,fj,)Z n (t,fi) B y (t, fx)]v - 

具有如下容易验证的 性质： 

1. G (0,0,^/ x ) = ^ 1 ( i ,//) = 0(/ x -+ 1 ). 

2 . 对 V e > 0, 3 常数 J = J(e ) 和 mo = fx 0 (e) r 使得只要 |w| < A I 抑 K A hi < 
S, \v 2 \ < 6, 0 < /x < /x 0 , 就有 


\G(ui^vijt,fi) — G(u 2 iV 2 ,t, /x)| ^ e[|ui — U 2 I + (1 + — exp( - ))|vi — ? ； 2 |]. (4.417) 

M M 

u(t^l v(t, fi) 的初始条件从 (4.382) 即可得到，且满足 

w(0 ， /x) = 0(/x n+1 ), v(0, fx) = 0(/x n+2 ). (4.418) 

从 (4.416 ) 的第二个方程有 

v(i,/x) = 0(/x n+2 )-f [ u(s ， fj>)ds. (4.419) 

Jo 

将此代人 (4.416 ) 的第一个方程即得 



4(t ， /x)w+[>l v (t/x)Z n (t/x)+ B v (t/x)]y" u(s, /x)d5-f Q(u,i,/x), 


(4.420) 


容易验证其中的积分算子 Q(u ， t ， fi) = G(w ， / 0 t w(s ， /x)ds + O(/x n+2 ) ， f ， i u) + O(/x n+1 ) 具 
有下列两条性质： 




(4.421) 


2. M |wi(s,/x)| < tf(e), |w2(s ， /x)| < J(e) ， 0</x</u 0 ⑷有 


- W2 (5 ， m ) i . 


(4.422) 


①如果在( 4 . 4 叫对 v ( i ， M ) 的表达式中丢掉项 泸 +1 知 +1 ，亦即像通常那样，假设啦 m ) =吣， M )- 
Vn ( i ， M )， 那么，就有等式 ff 2( t ， M ) = O ^ fj, n exp ^ - ~^, v (0,//) = 0(// n +1 ) 成立，于是不同于 

(4.421), 我们得到 Q ( Q ^ n ) = OW + 1 ) + o(^"exp (-兰)}这对于 n ( t ^) 就能够得到这样的 

估计 u(t y / z ) = &"exp (- 兰 )) 来代替所需要的估计 u ( t , M ) = 0( M n+1 ) .在 (4.415) 式中，项 

M n +1 2/ n + i 的存在推导出估 rfk (4.421)，像在下面将要看到那样，这已经给出对 u ( t , M ) 得到所要 
求估计的可能性. 
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不等式 (4.422) 可以由 (4.417) 推出，这只要考虑到 卜(-兰 ) “ 从而有 

1 Kt 1 民 t 广 

(1 + - exp( —— ))\vi -v 2 \ < (1 + -exp( - )) / \ui(s,fi) - u 2 {s,fi)\ds 

MM M M Jo 

< (1 + — exp (~ — ))i max | ui ( s ,/ i ) - W2 ( s ，/ x )| 

/X fJL 0«t 

< c max |wi(s ， /x) — U 2 {s y fi)\ 

O^a^t 


代替方程 (4.420) 和初始条件 (4.418) 以等价的积分方程 

u(t,fx) = exp f Ais ^^ ds ] 0(/ x n+1 ) -f f -exp (- f A ( p，//)dp 

Jo J Jo ^ Js 

+ {[^ v (s, /x)^n(s,M) 4 - By{s,fi)]J^ u{p, fi)dp^~ Q{u ， s, fj,)}ds, 


并将其重写成 

这里 K 、 t ， s ， fj ) = 
足估计 



t 

i ^( i , 5, fi ) u ( s , fi)ds 4 - (4.423) 

A ( p , fi ) dp )[ A y ( p , fi ) Z n ( p , fi ) 4 - By { p y fjL )] dp , 且显然满 


1 

\K(t,s,fi)\ < c(l + -exp( - ))， 0 < s < i < T, 0</x</xo, 

M M 


而积分算子 S ( u ， t ， fi ) (不难将其写成明显的表达式）具有像 Q ( u , t , fi ) 同样的两条性 


质. 

类似于推导不等式（4.410)，可以证明，核 K ( t ， s ， fi ) 的预解式 R { t ， s ，) 有像核 
本身同样的估计.根据公式 (3.57) 可得与方程 (4.423) 等价的方程 


u ( t , fji ) = S ( u , i ,/ x ) + f R { t , s ^) S { u , s,^)ds = J ( t ,5,/ x ), (4.424) 

Jo 


这里积分算子具有像 S ( u ， t ， f !) 同样的两条性质. 

像对第三章的方程组（3.103)， (3.104) 那样，对 (4.424) 应用逐次逼进法，于是可 
得方程 (4.424) 存在的唯一解而且满足不等式 


| u ( t ,/ x )| < c / x n+1 , 对 （K 艺 < T ， 0 < /x < Mo . 

由此及 (4.419) 即见 v ( t , / x ) 满足同样不等式.由于 y „+ i (£// x ) 为有界函数，所以从 
(4.415) 直接得到（4.405)，从而定理 4.6 得证. 

3.对边值问题的应用 

a ) 对于方程组 (4.381) 我们给定边界条件 ( T = l ) 

y (0,/ x ) = a , y ( l ,/ x ) = b . 


(4.425) 
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(在本节开头考虑的例子（4.377)， (4.378) 就属于问题 (4.381), (4.425) 这一类).仿照 
§13的办法，我们将把构造问题 (4.381), (4.425) 的解作为带有未知参数〜讲的问 
题 (4.381), (4.382) 来求解.将 （4.383) 代人 (4.425) 即得决定这些参数的方程.其零 
次近似即为确定2/。的方程 


2/0 = a , y 0 ( l ) = b . 

从第一个方程立即确定2/0 ： 2/0 = a , 而后从第二个方程在一定条件下即可求出 
y 0 ( l ) 是通过 y Q ( t ) 的初值沉而依赖于的（参看 (4.396)), 这是由于作为 

的函数的％是由方程 (4.395) 确定的.为了确定 q 可以有各种方法.我们不 
用在点 i = 0的初始条件，而用在点 i = 1处的初始条件 y 0 ( l ) = b 来确定退化方程 
组 (4.385) 的序 y 0 { t ), 找到了 y 0 { t ) 之后，也就知道了 y 0 {0) = y 0 , 于是在 （4.395) 中 
令 y =歹0即得 z - i . 

用类似的方法可继续确定 （4.382) 的系数，从而得到初值问题 （4.381)， （4.382) 解 
的渐近展开式 （4.383)， 它同时也是边值问题 （4.381)， (4.425) 的解.由于这种类型的 
构造在上面的 §13, §15 都进行过，在此不再详述. 

我们注意到，代替 (4.425) 当然可以考虑更一般形式的条件 （4.5). 

b ) 在 a ) 中所描述的构造得到边界层在 i = 0 邻域的解.但是问题（4.381)， 
(4.425) 也可能存在内部边界层的解，这种解应当作为其初始条件在点 io € (0，1) 的 
初值问题的解来 构造： 


咖， M ) 




£-1 


+ z 0 + /xq + • ■ ■ ， y ( t 0j M ) = 2/o 4- + 


_ _ _ 


(4.426) 


其中 to 也是未知的.代替（ 4 .383)有（参看(4.274) 5 (4.275)) 




( i ) /、 （ i ) ,、 

么 o ⑷ + M z 1 ⑷ + . •. + 

(!) /、 （■?■)/、 

J 0 (t) + /X J 1 (t) + • • • + 


( 1 ) 





( 1 ) 

^( r )+ Qo z ( T ) + … ， o < t < t 0 , 




s 


( 2 ) 

么 (T)+ no z(t) + 


y ( t ， 从) 


⑴ ⑴ ⑴ ⑴ 
yo W + m yi ⑷ + •••+ Qo 2/( t ) + m Qi y(T) + 


« # # 


y t () ^ t ^ 1 5 

(4.427) 

, 0 < £ < i 0 , 


(2) (2) (2) (2) 

yo ⑷ + M y 1 ⑷ + •■• + no 2 /( r ) + /X III y ( r ) + …， to < f < 1. 


由 （4.425) 的零次近似得 


安 “0) = a ， { Vo ( l ) = b . 


(1) (1) (2) (2) 

利用这些条件确定方程组 (4.385) 的解⑷， y Q { t)m z 0 { t ), y 0 { t ). 根据 (4.395) 
和（4.396)，其中每一个都应满足条件（在 (4.395) 中的 A { y , 0) 现在应当写成 A { y , t 0 )) 


Z-l 



{ y 0 ( t 0 ) 


A ( y , t 0 )dy = 0 ， i = 1,2, 


(4.428) 


yo 
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mi = 2 的方程减去 i = 1的方程即得 


( 2 ) 


fVo(to) 

/(I) 

J V 0 (* 0 ) 


A ( y , t 0 )dy = 0. 


(4.429) 


由此即可确定&但必须要求此 to 值属于区间 (0,1), 而且应当满足不等式（见条件 



(2) r 
A { y o { t ), t )<0, 


(4.430) 


从方程 (4.428) 仍然不能确定未知量和2/0,因为 (4.429) 是由 (4.428) 的两 
个方程得到的，因此从 (4.428) 只可能找出和如之间的一个 关系； 在下一个近 
似中才能把它们完全求出.其细节在此不再详述,但要说明一点，就是2/。应当属于 

以有界点% ( i 0 ) 和 To (心）为端点的区间中，由 （4.428) 和 (4.430) 即见这两点分 
别是附加方程 (4.394) 的左稳定和右稳定奇点，当然这时 (4.394) 中的 A ( y ,0) 也应当 
用 A ( y , t 0 ) 代替; 此外还要求在此区间中不再有其他奇点. 

构造可以继续下去，并确定 (4.427) 所有的项.从而可以构造出初值问题 (4.381), 
(4.426) 解的展开，这也就是边值问题（4.381)， （4.425) 的解.在 a ) 所讨论的情况下， 
解的 y 分量当 M — 0取极限时在 i = 0处产生间断 




而在本段所讨论的情况， y 分量当 M 


j yo , 当 f = 0， 

\ y 0 { t ), 当。〈… . 

— 0取极限时在 i 处产生间断 


n 、 

lim 2/( t ,/ x ) = \ 2/ o , 

M— 0 


当0 Wo , 
当 t — to , 


{Vo ( t ), 当 


to <t ^.1. 


对于 (4.381) 型拟线性方程组的内部边界层现象， M . A . 加拉霍夫 （ M . A . 
rajiaxoe ) 在他的文章丨29]中就注意到并加以描述.对具有内部层的解的兴趣在于 
它在一定程度上是流体动力学问题的模型. 

最后我们考虑如下例子 (## [29]) ^ 


m n = ~ yy ' - y , 2 /( 0 , / x ) = — 1 ， y ( i ,/ x ) = 1 . 

( 1 ) ( 2 ) 1 
按照上述的规则可得 y 0 ( t ) = y o ⑷ =- i +2, 而由方程 (4.429) 可得知 = ^， 

这时条件 (4.430) 完全满足. 

4. 某些有关问题 a ) 在研究更高阶方程的边值问题时，也产生构造有奇异初 
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始条件的渐近解问题 . A , B . 济明 （ A . B . 3^ mhh ) 在他的文章 [33] 中考虑了 2 / n) 乘 
上小参数 M 的 n 阶线性方程问题，其初始条件为 

y ⑻(0, / X ) = / X - + …+ # + + …， fc = 0,1 ， ... ， n - 1， 

其中为给定常数.这个问题的渐近解也可以按上述的格式构造，但是这时 
⑺ //) 的表达式含有从开始的边界项 . ^ 

值得注意的是2/和它的导数,一般来说，仅在系数 if 之间有确定联系的情况 
下才收敛于相应的退化值，这与二阶方程 (4.381) 比较是新的方面. 

b ) 如果方程组是非线性的，那么解的性质当 /X — 0时，其一般特点还是保持着. 
考虑初值问题 

= F ㈣ ⑺， 盖 =z ， (4431) 

y (0,/ x ) = y 0j z (0, / x ) = zo ( fJ >) — 00 ，当 /x — 0. 

假设当 z — oo 时 F ( z ^ t ) 是像时那样增大，这里0 < / < 2 .于是像 M . R 维希 
克 （ M . M . Brnmnc ) 和 JI . A . 柳斯捷尼克 （ JI . A . JlfocxepHHK ) 所证明的那样[叫， 
方程组 （ 4.431) 的解 y [ t ， fi) 在适当选取的 zq ^) 之下，当 /x — 0 时将趋于 （ 4.431) 的 
退化方程组的解 y Q ( t \ 而且 ⑤⑴ 在 i = 0时，并不像第二、三章那种情况，取值 如 , 
而是取某个值 yo + A yo , 这里 z 0 为有界.因此，产生了在讨论问题 (4.381), (4.382) 时 
出现的现象,那时的是由 （ 4.397) 给出的.对于非线性的情况，既作为 勿 (//) 奇 
异性的特征又是 zo { fJ >) 所产生的结果的量 △2/ o , 是依赖于 Z ; 当 Z = l + a ，- l < a < 1， 
应取 z 0 (/ x ) = c /^-^ ( c 为任意常数)，于是就由方程 

/^yo+Ayo 

C 1_a = -(1 -a) Hy 鄭 y (4.432) 

Jyo 

所决定，这里利 y ，0) 是当* = 0时函数列2/⑺的值，而 认 y ， t ) 是在下述意义下描述 
当 z — oo 时 F ( z , y , t ) 增长的函数，即当 z — oo 时, F ( z ， y ， 幻的主项为畛 ( y ， i ) z 1+a . 
这种类型的方程对/ - 2 (a = 1) 的情形也成立. 

M . H . 维希克和 JL A . 柳斯捷尼克的研究曾由 K . A . 卡西莫夫 （ K . A . Kacu - 
mob) 所推广（例如，见[3 5 , 36]). 

方程组 (4.381) 可以看成 (4.431) 的特例，为此只须取 I = l{a = 0), ^( y , t ) - 
A ( y , t ), c = z - i 即可.这时由 （ 4.432) 即得 

ryo-bAyo 

z-i = - A ( y ,0) dy , 

Jyo 

这与当 2 / = 2 / 0 时的 (4.395) 一致，因为 2 /o = 2/ o 4- Ay 0 . 

总之，吣， M ) 初始跳跃的现象在非线性情况也发生，但是渐近解的特性在非线性 
情况下是相当复杂的，至今尚无利用上述的简单算法描述过. 



第五章积分-微分方程的奇异摄动 


本章考虑如下形式的积分 1分方程 

^ 隻 = f(z ， y,J, 0 < £ < T , (5.1) 

其中 M > 0仍为小参数， z 和2/ (以及尸和 /) 分别为 M 和 m 维的向量函数，而 




z ( s , fji ), y (5,/ x ), fji ) ds ; 


a 或者等于 : T ( Fredholm 型方程）或者等于 i ( Volterra 型方程)，凡为 Z 维的向量 
函数. 

近年来，在第三章和第四章中对于微分方程研究的许多结果都搬到 （5.1) 形式 
的积分 i 分方程上来 （见 [10]). 特别， M . M. 依马纳利耶夫 （ M . M. MMaHajineB) 
在 [34] 中曾经对方程 （5.1) 的解构造了 （3.24) 〜 (3.26) 形式的渐近 展开； 这时在第 
三章§9中陈述的构造渐近展开的算法经过不太复杂的变化而保持下来，并将在本章 
§17 中详细地讨论. 


对于积分分方程来说,除了类似于微分方程解的渐近性质的那些通常性质的 
问题之外，还提出了一些有趣的问题，它是由于方程中积分项的出现而改变了微分 
方程解的某些“熟悉”的性质.这#类型的向题将在§18中讨论. 


§17. 初值问题解对小参数的渐近展开 

1. 构造渐近展开式的算法 对于方程组（5.1)，我们给定初始条件 


z {0, //) = z °, y (0,/ x ) = y °, 


(5.2) 





第五章积分-«分方程的奇异摄动 


并考虑构造问题(5.1)， （5.2) 关于小参数/ X 渐近展开式的算法，这时暂且不叙述使得 
这种构造得以进行的条件.像在§9那样,我们寻找如下形式的解 


x(t,fji) = x(t,fji) 4- IIa;(r ， /x )， 


(5.3) 


其中 


X(t, fl) = 无。⑷ +/^1 ⑷ + … ^-fJ, k Xk{t) + …， 

Ux { t , fi ) = n 0 a :( r ) 4 - fjHix ( r ) + ... + ^ k U . k x { r ) 4- 


(5.4) 

(5.5) 


{ x 仍然既表亦 z ， 也表不 y ). 

将 （5.3) 代人 J 的表达式,并将 J = J K(t, s,z^ILz,y^ILy, fx)ds 表示成类似 

于 （5.3) 的形式，亦即 ° 

J = 4- IIJ ( r , //)； (5.6) 


为此，我们首先将 K 写成类似的表达式 

K = -f U.K{t,cr^)^(r = — ; (5.7) 

这可按照构造 F = F + IIF 时（见§ 9 )的规则进行构造，亦即 

K{t, s,z,y^) = K{t, 5, z{s,fi), y(s, /x) 5 /x) 

-f [K(t, afi, fi) 4- ILz(a, /x), fJ>) -f Uy{a, /x), fi) ^ g , 

-K{t, a/x, z(a/x, /x),y(a/x,/x),/x)] ^ 

=K(i,s,/x) ^-ILK(t,a, fi). 

将对 i ,/ x ) 和 Hx(T ， M) 的级数 （5.4) 和 （5.5) 代人 （5.8) 之后，然后我们就可以将 

和 nK ( t , a , fi) 表示成 / x 的幂级数形式.对于 K(t,s,fi) 我们有 


(5.8) 


K{t,s,^) - K 0 {t,s) +/xKi ( 久 s) + … ^-^ k K k {t,s) 4- 


(5.9) 


其中 


Ko{t,s) = i^ ， s ， J 0 (s) ， |/ o (s) ， 0 )， 

Kt ， s) = K z (t, s)z k (s) -f- K y (t, s)y k (s) +i? fc (i ， s), fc = 1,2, 


矩阵和 K y (t,s) 的元素是在点 （ M ，％ ⑷，⑷ ,0) 处取值，而向量 Rk{t, s) 
是通过芝 i ⑷ ，歹 <⑷， i = 0,1， … ,fe - 1,按确定的方式表示. 


对于 UK(t, a, / x ) 可得级数 

ILK(t,cr,fji) = U 0 K(t,(r) 4- ^U ， iK{t,a) + ... + fji k U k K(t,a) 4- 


(5.10) 


其中 


n 0 _ R ：( ta ) = 1 ^， 0 ，芝 0 ⑼ + n 0 z ⑷，互 0 ⑼十 n O 2 /( a )， 0 ) - ^(^ 0 , 2 0 ( 0 ), 2 / 0 ( 0 ), 0 ), 


= K z {t,a)U k z(a) 4- K y {t,a)U k y{a) 4- S k [t ， a), 


1 , 2 , 
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这里矩阵 K 办 a) 和 K y { t , a ) 的元素是在点 （ i ， 0, 办⑼ +noz(a )， 恥⑼ + n Q y(a),0) 
处取值，而向量 S k ( t , a ) 是通过珥咖)，1%(外 i = 0，1，... ，fc - 1按确定的方式 

表不. 

现在利用表达式 (5.7), 即可得到 (5.6). 对于 a = r 的情形有 


J= ( Kds 

Jo 





T _ f T 

K(t } s, fi)ds + / HK(t^ a, fi)ds 

o Jo 

T_ 广 /M 

K(t y s y fi)ds + /x / HK{t^ fi)da 

Jo 

T 


o 


K(t ， s ， fj)ds + p I ILK(t,a ， fi)da — fi I ni^(t ， a,/x)da 

o Jo Jt/h 


在下而的第 2 段中将证明，在满足相应的稳定性条件 (5.26) 之下，当 a — oo 时， 
n fc ( i ， a)，fc = 0， l ， …，以指数式衰减；因此上式中的广义积分收敛，而最后一项可以 
忽略，因为当 /X — 0时，它的量阶为 0 ( e - T /^ 这是与//的任一幂次相比都可以略 
去的小量.因此在 a = T 的情况下，最后我们得到 J 的表达式 （5.6) 只由组 
成,而不包含 IIJ (7 •，//)，即 



T aoo 

Kds = I K 、 t ， s ， fi)ds + fi I UK(t^cr,fi)dcr = 

o Jo Jo 


All ) 


对于 a = t 的情形有 


t rt rT 

J = i: Kds = I K(t 1 s 1 fi)ds + fi I fi)ds 

0 Jo Jo 

t r~hoc roc 

= i ( K(t ， s ， fi)ds + fi I HK(t ， a ， fi)da — fi I YLK{r^a^ fi)da 




o JO 

7(t,/x) +nj(r 5 //), 


其中 


rt roc 

= f / K 、 t ， s ， fj)ds + fi j UK(t,a, fj,)da. 

Jo Jo 


nj(r,/x) d =-/x 



(5.12) 


U.K(rfJ,,a, fj,)da. 


将 K { t , s ^) 的级数 （5.9) 和 UKit / a ,^) 的级数 （5.10) 代人 （5.11) 和 (5.12) 中的 
积分,并将 (5.12) 第二个等式中的项 U k K ( r ^ a ^) 展开成 / x 的幂级数，从而即得 
*70， / x ) 和 IIJ ( r ，/ x ) 关于 /x 的幂级数的表达式 

*7( 艺， / i ) = *7。⑷ + / x *7 1⑷ + . ’ . + fJ> k Jk { t ) + ... ， (5.13) 


IIJ ( r ,/ x ) = n 0 J ( r ) +/xlli J ( r ) + ... fi k IL k J(r) + … ， (5.14) 
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其中 



Jo{t) = I Ko{t,s)ds (a 等于 ： T 或者 4 

0 


(5.15) 



Jk{t) = / Kk(t ， s)ds+ I Uk-iK{t,a)dxr, fc = l ， 2, 

o Jo 


n 0 J(r) = 0, IW(T) = - / U 0 K(Q y a)da, 



渐近展开的进一步构造像在 §9 中那样进行 ， #x = x + ILc, J= j + nj 
(5.1) 之后，并将方程组 （ 5.1) 右端写成类似于 （ 5.3) 的形式 , 对于 P 来说,这个变换 
可写成（对于 / 完全一样给 出）： 


F{z-\-Uz,y^-Uy,J -f II J, t, /x) = F(z{t, /x), J{t, /x), t, /x) 

+ [F(z{rfi,fi) 4- nz(r, /x), y(r/x, /x) 4- IIy(r ， /x) ， J(r/x, /x) -f IIJ(r, /x),r/x,/x) 
-F(j(r/x, /x), y(r/x, /x), J (r/x, /x), r/x, /x)] = F + IIF. 


因此我们有 


dz 


dllz 

dr 


= F ^ UF , 


dy t d^y 


=/ x 7 + M n /， 


(5.16) 


( 第二组方程预先乘以 M). 

在 (5.16) 中代替 无， ILr ， 7, IL7 , 用对应的级数 （5.4)，（5,5)， (5.13), (5.18) 代人，并 
将更 np ， 7, 和 n/ 表示成类似的 M 的幂 级数 ; 我们写出 F 和 nr 的这种类型级 
数，至于 7 和 n/ 完全类似 . 对于 F 可得级数 

F = Fq 4- fJ>Fi + …+ fi k Fk + _， • ， 


其中 


= F ( z 0 { t ), y 0 { t ), Jo { t ), t ,0), 

F k 二以柄⑷+巧⑷⑤⑷+ ^/⑷入⑷+巧⑷， = 1，2,…； 

矩阵:⑷，: Fj ( i ) 的元素均在点（办⑷，恥⑷， 7 oW ， i ，0) 处计算，而向量 F k ( t ) 
是通过，扒⑷⑷， i = 0, 1，…， fc - 1， 按确定的方式表示. 

对于 IIF 可得级数 

HF = Iloi ^ 1 4- + ... + fj, k IlkF + …， (5.17) 


其中 _ 

n 0 F = F (办⑼ +n 0 z(r)，％ ⑼ +n 0 y ⑺， 7 。⑼， 0,0) 

- 巧％⑼而⑼ , 7 g (o) ， o,o), 

II fc F = F z (r)ILkz{r) 4- F y (r)IL k y(r) 4- G fc (r )， fc = 1 ， 2,， • •. 
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矩阵炅 ⑺，^ ⑺的元素均在点 （办⑼+瓜/⑺而⑼+瓜^/⑺义⑼…⑼ 处计算， 
而向量 G k ( r ) 是通过 Uiz ( r ), Iliy ( T ), i = 0,1 ,… ，fc — 1，按确定的方式表示. 

现在比较等式 (5.16) 两端关于/ X 同次幂的系数，并且像在第三章那样，将关于 
变量 6 和变量 r 的方程分开，即得确定 办⑷， n fc ; c ( r)，fc = 0，1，2, …， 的方程. 

对于％⑷有 



0 = Fo d - 


布 o 
dt 


F(z 0 {t),y 0 {t), J 1^，5，芝0(5)，歹 0 (5)，0)心，亡，0)， 

7 o = f fi ^ o { t ), yo { t ), j ^ 邱，“⑷，互。⑷， 0) dM ，0). 


(5.18) 


这个方程组显然是原来方程组 (5.1) 的退化方程组，亦即可从 (5.1) 中令// = 0得到. 
与原来的方程组相比， (5.18) 的阶数是降低了，因为第一组方程已成了积分方程.对 
于 IL 0 x{t) 可得方程组 



= n 0 F - ⑼ + n o z ( r ), yo (0)4 - n o y ( r )，7 o (0)，0,0) 

= 0 . 


(5.19) 


从 Jo ( t ) 的表达式 (5.15) 得出，若 a = i , 则有7。⑼= 0;若 a = 了，则有 Jc ^ O ) = 
J ^ K 0 {0, s)ds = f 凡(0,5，办⑷而⑷，0)办.无论这两种情况的哪一种，关于 
U 0 x ( r ) 的方程组 (5.19) 都 是纯粹微分方程组. 

为了确定办⑷，11以⑺，1，2，...，我们得到的是线性方程组，其中对于办⑷ 
为积分^分方程，而对于 U k x ( r ) 是纯粹的微分 方程： 


(dz k 


句 k 
dt 


(5.20) 


l = F k d ^ F z (t)z k (t) 4 - F y (t)y k (t) 4 - {K z (t, 啦⑷ 

+F y (ts) 〜 (s)+_R fc (t ， s)]ds + y* IL k ^iK(t,a)da^ +F k (t), 

=lk = + l v {t)y k {t) + 7j(i)| £ 陶 M) 办⑷ 

+ A ( ts )〜( s )+ nk ( ts )] d ^ + y" +/ fc ( i ), 

其中 rk ( t ， s ) 和在了 Jt 表达式中的 fk ( t ) 具有在上面叙述过的 Rk { t , s ) 和在仏表达 


式中的 F k (t) 一样的意义. 

(Mkz 


def 



dr 


n fc F F z (r)U k z^ F y (r)U k y^ G k (T) 


Ilfc — i /， 


(5.21) 


这里 Ih - if 是类似于 （5.17) 在 n / 展开式中 fi k ~ x 的系数. 
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为了从方程 (5.18) - (5,21) 确定 x k ( t ) y U k x ( r ), 还需要给出初始条件.像在第三 


章§9中那样进行推算之后，我们可得 


歹0⑼= 2/ 0 , 


W ⑼ 



U k _ifda y 


n o z(0) = Z° - z o (0\ n 02 /(0) = o 


= -Zk(0) y Ilfej /⑼ =-/ Uk—ifda, k 

0 



1 , 2 , 


(5.22) 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 


(我们注意到由于在 (5.18), (5.20) 中的第一组方程都是积分方程，因此对 于巧⑷ ， fc = 
0 ， 1 ，…， 不需要给出初始条件）.逐次求解问题 (5.18), (5.22 )； (5.19), (5.24); (5.20), 
(5.23); (5.21), (5.25) 之后，即可确定展开式 (5.4), (5.5) 的系数. 

2. 关于 Volterra 型方程的余项估计 我们将考虑 Volterra 型 （a = () 积分项 

的方程组 (5.1), 我们叙述使得在上段中所进行的形式构造成为可能的条件.像在 
第三章那样，所给条件将对两个方程组起基本 作用： 退化方程组 (5.18) 和边界层零 
次近似函数的方程组 (5.19). 由于在 (5.18) 中的第一组方程是非线性积分方程，因此 
问题 (5.18), (5.22) 或者有一个或几个解，或者为超定方程. 

L 假设％⑷，⑷为 (5.18), (5.22) 定义在 0 < f < 7 1 上的一个解 . 


考虑其元素为 


dF { 

~ d ^ 


i,j = 1,…， M ， 且在点 


(芝0(0, j K ( t , s , z 0 ( s ), y 0 ( s ) 7 0) ds , t , 0 

处取值的矩阵 F z ( t ). 以 X ⑷， i = 1，…， M ， 记为 F z ( t ) 的特征值.像在第三章那样 
(见 (3.22)), 作为基本要求之一，我们引进如下的 稳定性 条件： 

II . 假设： 


Re \ i ( t ) <0,当 i = l ，2，...， M . (5.26) 

. 

. 

我们现在转到方程组（5.19)，由 (5.19) 的第二组方程,并考虑到初始条件 (5.24), 

即得 

n 0 (r) = 0, X才 t > 0; 

♦ 

又因为在 Volterra 型方程的情况下有％⑼二0,所以对于 U Q z ( r ) 可得微分方程 

^ = i ^ 0 ⑼ + n 0 A 恥⑼，0,0,0)-⑼，％ ⑼，0,0,0) 

= jP ( 芝 0(0) + n 0 2 ：， 2/ 0 ,0,0,0 )， 


(5.27) 
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以及初始条件（见 (5.24)) 

V 

11 0 之⑼办(0). (5.28) 

方程组 (5.27) 在这里起了在第三章中辅助方程组 （3.43) 同样的作用.因为由 (5.26) 
有 ReXi ( t ) < (U = 1,2,...， M ， 因此向量 no ? = 0 是方程组 (5.27) 的渐近稳定奇 
点.也像在第三章那样，在此假设满足如下条件： 

III . 假设 U 0 z ( r ) 的初值%⑼属于奇点11 0 2 = 0的影响域，亦即问題 (5.27), 
(5.28) 的解 U 0 z ( r ) 当 t — 00 时趋于零. 

为了后面的讨论,我们引进如下的点集（我们理解忙： Q } 是表示具有性质 Q 
的所有点 z 的集 合）： 

5 0 1 = {(t,s,z,y,ii) :0<t<T;s = 0 ; 2 ： 二芝 0 (0) + II 0 2 ： (t)，t ^ 0; y = y°; = 0}, 

5 0 2 = {{ t , •• O ^ s ^ t ^ T ] z = z 0 ( s ); y = y 0 { s )\ // = 0 }， 

L 0 i = {(z,y,J,t,fx) : 2 ：= 芝 o (0) + II 0 2 ：( t )， r ^ 0; 2 / = 2/°; J = 0; t = 0; //= 0 }, 

Lq 2 = {(z,y,J,t ^) : 2 ： = z 0 (t); y = y 0 (t); J ^ Jo(t); 0<t<T；// = 0}, 

其中 ~ Jo ( t ) = f J K ( t , s , zo ( s ), y Q ( s ), 0) ds . 我们以记 Soi 和 S02 的并集，以 Lo 
记和 L G 2 的集.我们还要求满足函数和/光滑性程度的如下 条件： 

IV . 假设函数 K ( t , s , z , y ^) 对其所有变量在集合&的某个矣管中 （n + 1) 次 
连续偏导数.函数 F ( z ， y ， J , t ， p ) 和函数对其所有变量在集合 L 0 的某 
个心管中 （n +2) 次连续偏导数.（心管的定义参看§10第1段）. 

一般来说，条件 IV 意味着函数 W 和/在零次近似 x 0 ( t ) + n 0 x ( r ) 的某个邻 
域中应当充分光滑. 

在条件 I 〜 IV 之下，我们确定级数 (5.4), (5.5) 的系数直到包括下标号码为 n 
的项，并以 X n ( t ^) 记展开式 （5.3) 中 n 阶部分和，即 

n 

x n { t , //) = Yl^ k (无 wo + n fc ^( r ))* 

fc =0 

定理 5.1 在满足条件 I 〜 V 之下，存在常数⑽ > 0和 C > 0,使得当0 < //彡⑽ 

• ^ 

时，问題 (5.1), (5.2) 在 0 < t < T 上存在唯一解 y ( t ^) 且满足不等式 

X n ( t ^)\\ < c " n+1 ， O ^ t ^ T . (5.29) 

s 

证明 定理 5.1 的证明可以按照证明定理 3.1 时的同样格式进行.我们提出证 
明的基本步骤，并同时指出在定理 5.1 的证明中与定理 3.1 相比较的那些区别，这些 
区别基本上是一些与方程中出现积分项有关的技术上复杂性问题. 
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因为确定边界层函数 U k x ( r ) 的方程 (5.19), (5.21) 是纯粹的微分方程，所以完 
全与在定理 3.1 中一样，可以证明满足估计 

|| n fc x ( r )|| < ce~* Kr , 当 t>0 ， fc = 0， l ，... ， n ， 

其中 c>0 和 k >0 为某些常数. 

9 

其次，我们令 

w(t,/x) = - ")， 略 "） =池 "）- Y n { t ,//). 

将之= w + 2/ = 代入 (5.1), (5.2), 即得余项 v ( t , fx ) 的如下 方程： 

✓ dti ft 

^ = F z ( t i fj > )u + F y ( t 1 fi ) v -\- Fj ( t , fi ) j K z ( t ， s ， fi ) u ( s ， fi)ds 


t 


+Fj(t, //) j Ky(t, s , fj ) v ( s , fj)ds + Gi(w, v , t, //), 


dv 

dt 


t 


(5-30) 


f z ( t,^)u + f y ( t , fAt . fj ) K z ( t y s , fx ) u ( s^)ds 


t 


J Ky ( t ，s ， fi ) v ( s ， fi)ds + G 2 ( u , v ， t , fi ), 


以及初始条件 


w (0，/ x ) 


^(0,/ x ) 


(5.31) 


其中矩阵 Fzit.fi), Fy(t ， fx) ， Fj(t, p), f z (t ， p) ， f v (t ， fj), fj(t ， fx) 的元素都是在点 ( z 0 ( t )-\- 
U 0 z(r)\ y 0 ( t ), 7 0 ( t ), t , 0) 处取值，矩阵 和 Ky ( t ， s ， p ) 的元素在点 （t，s， 

z 0 (s)-\-Uoz(s/fi) i y 0 (s), 0) 处取值，而非线性算子 Gi 和 G 2 (不难写出其明显的表达 
式）具有如下两条类似于定理 3.1 中 Gi 和 G 2 的 性质： 

1.当0 < f < T, 0 < // < 湘时有 


II 01 ( 0 , 0 ^,//) II < c/x n+1 , 

II G 2 (0 ， (M ， /x) 

(关于常数 c， k 和碑，在第三章§10中的第3段的注1， 2 和 4 仍然有效）. 

2. 对任意给定的 e > 0,存在5 = 5(e ) 和 Mo = M0, 使得如果当0 < s t < 
T, 0 < // < // 0 时有 || wi(s,/x) ||< S , || u 2 ( s , fi ) ||< S , || vi(s,/x) ||< S , || r 2 (s，/x) ||< △， 则 

如下不等式成立： 


I Gi { u u vut ^) - Gi { u 2 , v 2 , t ^) || <e max [ || wi(s，"）- w 2 (s，"）|| 

+ 11 Vi{s,^i) - v 2 (s y fi) II ], i = 1 , 2 . 
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我们用 屯 ( t ， s , w 记齐次方程组 

她 ft 

^ + Fj ( t ,^) j K z ( t , p ,^( p , s ^) dp , 0 < s < t < T (5.32) 

满足条件少 ( s ， s ， ^ i ) = E M ( MxM 阶单位矩阵）的矩阵解，而以屯⑺ s ，//) 记类似的 
齐次方程组 

视 f 1 

^ j Ky ( t , p , / x )^( p , s ,/ x ) dp , 0 < s < £ < T 

满足条件屯 ( s ， s ，/ x ) = E m (mxm 阶单位矩阵）的矩阵解. 

显然，当 0< s < t < T ，0< p </ i O 时有 || 屯 ( t ， s ，/ i ) ||< c ; 对于伞 ( t ， s ，/ x )， 我们 
证明它满足如下估计： 


II 邮， s ， /x) ||< C 


/i + e 




0 < // < // o - 


为此，代替 电 (t ， s 小 ) 的积分■，:分方程 (5.32), 我们考虑如下的等价积分方程 



t 


邮， s ，"） = C/(t ， s，"）+ / $£/(£ ， p ，"） |Fj(p ，"） / K z {p, q, s, /x)dgj dp 



def 



t 


U(t,s,fi) + / H(t ， p ， fi)$(p ， s ， fi)dp ， 


其中 U ( t , s ^) 为矩阵初值问题 




dU 

dt 


F z (t ， p)U, U(s, 5 ,/i) = E m , 0 <： s 


t 


的解.而 = - j U(t iqj fi)Fj(q,fi)K z (q, Pi fi)dq. 回想在第三章中（见 

(3.96))，对于 U ( t , s ^) 我们4证明了估计 


\\U(t,s^)\\ < ce ”、 0 < 5 < t < T, 0 <//<^o ； 


由此容易得出核 H ( t , p ^) 的有 界性: 


\\H(t,p,fi)\\ < c, 0 < p < t < T, 0 < // < /x 0 . 

由核 H(t ， P ， fi) 的有界性，即可推出它的预解式 R(t,p^) 的有界性.利用 R(t,p,fi), 
可将上面得到的关于 叫 s ， fx ) 的积分方程的解写成如下形式（见 (3.57)) 

^,s,/x) = U(t,s,^) + f R(t,p, fj^Uip, s,fi)dp. 

J S 

由此以及 U ( t , s ^) 的指数式估计和 R ( t , p ^) 的有界性，直接推出关于少 ( M ， M ) 的 
所需要估计. 
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利 用矩阵 和屯 ( M ， M )， 我们可用如下的等价积分方程组（参看 [ Uj ) 


w(t ， /x) 


= J S, //) ^Fy (s, fi ) v ( s , //) + Fj(s, fi ) J Ky{s,p, fi)dp 

+Gi(w，r，s，")]ds 每/ ( t , s, fj ) v ( s , //) + s, /x)Gi(u, v , s, /x)| ds , 


v ( t , fi )= f f K z ( s , p , fi ) u { p , fi)dp 

Jo L Jo 


+ G2 ( u ， v ， s ， fi ) ds 


def 


t 


0 


K 2 ( t , s , ")w(s，"）+ 屯(亡， s，/ x )G 2 ( w j v , s ) / x )| ds , 


(5.33) 


来代替满足初始条件 (5.31) 的方程组 (5.30), 其中 


t 


Ki { t , s ,^)= ~^{ t , s ^) F y { s ^)^- J ^^( t ， s , fi ) Fj ( p ， fi ) Ky ( p , s , fi ) dp , 

而有类似的表达式. 

像把方程组 (3.94) 变成 (3.102) 那样，我们也把 (5.33) 变成类似于 (3.102) 那种 
形式的积分方程，然后就像在定理 3.1 中那样运用逐次逼近法，即可证明问题 (5.30), 
(5.31) 解的存在唯一性以及得出估计 


|| w (£,/ i )|| < c // n+1 , \\ v ( t ,^ i )\\ < c // n+1 , 对于 0 < f < T ，0 < // < // 0 , 


由此立即得到 (5.29). □ 

练习对定理 5.1 进行详细证明. 

注对于 FVedholm 型 （a = 7 1 )的方程，其余项估计也可以用类似的方法进行，这只要补充 
要求在渐近构造和余项估计过程中产生的某些线性积分算子不位于谱上即可. 


§18. 关于积分•^分方程解的某些特殊渐近性质 

1. 问题的提出在§17中得到的结果说明，当满足稳定性条件 （5.26) 时，对于 
满足初始条件的奇摄动积分1分方程组，其解的渐近性质完全类似于在第三章讨论 
的纯粹微分方程组奇摄动初始问题解的渐近性质.这两个问题解的渐近展开也有同 
样的形式，其差别仅在于积分^分方程解的渐近展开式系数的方程比微分方程情况 
更为复杂些.因此可以说，在所考虑的问题中，在方程中增加的积分项只导致构造渐 
近展开式算法的某些复杂性，而并没有改变解的定性性质. 

在本节将考虑另一种类型的问题，这时在微分方程中增加积分项之后将导致解 
在性质上的定性变化.为了运算简单起见，我们将只讨论一个数值的线性 方程; 虽然 
所考虑的现象对更复杂的方程也成立，这在 B . A 布图索夫的工作[7, 8 j 中有详细 
的讨论. 
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我们在区间0 < t < r 上考虑线性微分方程 

^ + B(t), 


(5.34) 


其中 A(tlB(t) ^ z(t^) 都是数值函数,并假设4⑷和 S ⑷均为连续函数（在下 
面构造解的渐近展开式时，我们将假设它们是充分光滑的)，以及对0 < t < T 有 
A(t) > 0. 

对在点 t 二 T 处给出定解条件 


z ( T , fi )- z °. 


(5.35) 


由于4⑷ > 0,因此问题 (5.34), (5.35) 的解当 — 0时，显然在半开区间0彡6彡 T 
上趋于无穷. a 

现在我们在方程 （5.34) 中增加积分项/ 氺 ( s ，/ x ) d S ， 这里 a 等于 t 或者 

了，而 K ( t lS ) 为连续核（下面将假设它是充#光滑的）.为了确定起见，我们将只考 
虑 a = t ( 当 a = T 时，类似的结果也成立）.我们有方程 


dz 

dt 


— A ( t)z + J K ( t , s ) z ( s , fj^ds + B ( t ). 


(5.36) 


于是问题 （5.36), (5.35) 的解 当 / x — 0 时，其性态于问题 (5.34), (5.35) 的解 
相比较完全是另一个样子，即满足如下极限等式 


lim z ( tyfi ) = zo ( t)j 0 < i ^ T . 


(5.37) 


但是 z 0 ( t ) 不是退化积分方程 


t 


A ( t ) z { t ) + / K ( t y s ) z ( s)ds + B ( t ) 

Jo 


(5.38) 


的解，而是由某个具有 (5.38) 形式但自由项不同于 B ⑷的积分方程所确定（见下面 
的（5. 4 0));此外,在点6 = 0的邻域中，解 z ( t ^) 的性态像 - nz ( t /^ 这里 Uz ( t / fx ) 

是一个当£ = 0时不为零，而当6 > 0时指数式衰减的边界层函数. 

我们从定性上来说明如何产生这种现象.对于方程 (5.36), 我们考虑一个具有无 
穷大（当 — 0时）初值的辅助初值问题，即求方程 (5.36) 在 t = 0处满足给定条件 


之 (0，"）= 一， a # 0 


(5.39) 


解的问题.直观上，显然这个问题的解在点£ = 0的某个小邻域中将接近于微分方 
程 g = - A (0) z 的解 -e^^. 这个方程是从 (5.36) 得到的，这只要在它的右 

端仅保留第一项，并令 t = 0 (这对于具有无穷大初值的微分方程初值问题也同样成 
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立，见 §16). 由此还得出，当 f 很小时（例如，当 f 为却 | ln / x | 埜 咖）的量阶，这里 
A >0 为充分大的量)，在 t = 0为无穷大量的解 z ( t ^) 成为有限的.这时考虑到当 

严 (M) 

亡= 0时为无穷大量，于是在小区间 [0, e ( fi )] 上的积分/ K ( t ， s ) z ( s ， fx)ds 

当 — 0时不等于零，因此如果在积分中将用它的近似表达式〜〃代 
替，则可得出积分的渐近表示 ’ 

产⑻ K(t 0 ) 

J K ( t , s ) z ( s , fi ) ds = -^-a + £i(/x), 

其中当 // —»• 0 时有 £ i (/ i ) —»• 0. 

按照上述推理，当 t = e (/ x ) 时，解 z { t ^) 成为有限的，而对于£ > e (/ x ) (当//很 
小时)，解不会接近于退化方程 (5.38) 的解 z { t \ 而是接近于方程 

0 = ~ A ( t ) z 0 ( t )-\- j K ( t , s ) z 0 ( s)ds + B ( t ) + (5.40) 

的解 z 0 {ty 

显然，由于 z 0 ( t ) 是线性地依赖于 A 而 z ( T , fx ) 又接近于 ^ o ( T ), 因此当然可以 
相信，当适当选择 a 时,问题 (5.36), (5.39) 的解 z { t ^) 满足定解条件 (5.35). 

注注意到由于函数 z ( t ^) 本身当 — 0时有无穷大的初值，因此积分项 

I K ( t ^ s ) z ( s ^ fi)ds 

Jo 

从当 t = 0时为零变到当 t = s ( fi ) 时为不等于零的量（积分项的跳跃)，这完全类似于考虑在§16 
中的函数的初始跳跃（见定理 4.6 的注 2). 

我们现在转到对问题 (5.36), (5.35) 的详细讨论. 

2. 具有无穷大初始解值的辅助初值问题对于方程 (5.36), 我们首先考虑它的 
带有无穷大（当 — 0时）初始解值的问题，即在 （ = 0时满足给定条件 

这里 <//) 当 M — 0时可以表示成//的渐近幂级数形式 

a(/x) = a-i + "a 。 + …+ /x fc+1 afc + …. 

我们将求问题 (5.36), (5.41) 的如下形式解 

= Z 0 ( t ) + "芝1(0 + …+ ^ k ( t ) + … 

+ 士 n _ 1( 2：( T ) + n 0 2：( T ) + …+ " fc n fc 2：( T ) + …， T =去. 


(5.41) 


(5.42) 


(5.43) 
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在 （5.43) 中，项的出现是与无穷大初始解值有关.将级数 (5.43) 代入方 
程 (5.36), 并根据& §17中所陈述的算法,将它写成如下形式 

m 石 ( 芝。⑷ + …+ ⑷ + … ) + 石(口 n_i2 ： (T) + n 0 2 ： (T) + …+ fx k Ukz(r) + …) 

= —A(^)(^o(0 + …+ (0 + … ） 


+ n 0 2 ： (r) + …+ ^i k U k z(T) 4- ) 

rt ^ 





+ / K{t^ s)(2 ： o(s) + •.. + + ... )ds 

+// f ( 丄 n^Mcr)+n 0 2 ： (cr) + ...+ " fc n fc 2 ： (a) + ...)da 


-// J + n 0 2 ： (a) + ... + " fc n fc 2 ： (a) + . •. + B { t ). 

丁 (5.44) 

将 (5.44) 的右端表示成 // 的幂级数形式之后，在等式 (5.44) 两端比较//同次幂的 
系数（而且把依赖于 r 和依赖于 t 的项分开)，像前面曾不只一次做过那样，即得确 
定 n fc _ i ^( r )^ fc (^) ? fc = 0,1，…_ ， 的方程.用类似的方法将级数 (5.43) 代入初始条件 


(5.41), 并用表达式 (5.42) 代替 a (/ x ), 然后比较//的同次幂系数，即可得到级数 (5.43) 

中各项的初始条件.对于 n ^ z ( r ) 可得微分方程= - 40 ) 11 _以及初始条件 

从而得到 T 


II - iz ( t ) — a_i exp (— A (0) t ), r ^ 0. 


(5.45) 


对于 z 0 ( t ) 可得积分方程 


t 


oo 


0 = A ( t ) zo ( t ) + / iiT ( t ， s ) Io ( s ) ds +/ K ( t y 0) U ^ iz ( a)da + B ( t ). 

Jo Jo 

将 n _!^( r ) 的表达式 (5.45) 代人此式之后，可将这个方程写成 

芝 0(0 = / s ) z 0 ( s ) ds -\- f 0 ( t ), 

Jo 


(5.46) 


m = 政 -i 


于是方程 (5.46) 的解可写成（见 (3^7)) 


•以 R ( t , s ) 记核 K { t , s ) 的预解式 



t 


芝 o ⑷ =/ o ⑷+/ R ( t } s ) fo ( s)ds 

o 


将 fo ( t ) 的表达式代入上式之后即得 


zoit ) 


A ⑼ 



t 


瓦化0)+ / R ( t , s ) K ( s , 0 )ds 


o 


a — 1 


m 

A ( t ) 



t 


o 


^W) ds 
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由于 1( M ) 满足已知的预解式方程 R(t, s) = K(t, s) + J R(t,p)K{p,s)dp, 所以 n 
的系数等于.以记上式右端的第二项，最后我们有 Mt ) 的如下表达式 




(5-47) 


所得到的 Mt ) 对的线性依赖性将在下面基本问题 (5.36), (5.35) 的研究中用到. 

接着可以顺序逐次确定 U 0 z(r), A ⑴， n ^( r ), 巧⑴，….为了对每个 fc 确定 
n fc 之 ⑺， fc = 1 ， 2 , ... ，可得微分方程 


(HlkZ 

dr 


4(0)1^ + ^ ⑺ e -’) 


以及初始条件 


IIfc2 ： (0) = ak ~Zk(0) 


(Pk(r) 为某些其幂次不超过 fc 的关于 r 的已知多项式）.由此得到 


U k z(r) = (a k -z k (0))e~ A ^ o) 



Pk((r)da 


0 


e 


A ⑼ 


(5,48) 


为了对每个 fc 确定函数 z k (t), fc = 1,2,…，我们可得类似于 zo(t) 的方程 (5.46) 
的积分方程 



t 


Zk(t) = / K(t, s)zk(s)ds + fk(t), 

o 


(5.49) 


其中 


fk(t) 


A(t) 


^i(t) + E (fcZT ： 

i = — l x 


Q ( k - l - i ) K ^ Q ^ 


i)\ ds^ 1 


X 



oo 


a 


k-l-i 


Hiz(a)da 


o 


(5.50) 


因此方程 （5.49) 的解可以写成 



t 


Zk(t) = fk(t) + I R(t 1 s)fk(s)ds. 

o 


由此及应用 （5.48) 和 (5.50) 之后，不难看出 z k (t) 线性地依_于 a k _ u 而且叫的 
系数也像在 z 0 ( t ) 的表达式 （5.47) 中 n 的系数那样等于亦即 


钟 )=爷^_ 1 +邱) 


(5.51) 


这里 z k {t) 为某个函数 • 关于 A ⑷对 a fc _! 的这种依赖性也将在下面基本问题 (5.36), 
(5.35) 的研究中用到. 
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在假设 A ( t ), B ( t ), K ( t , s ) 为充分光滑的函数之后，我们可以确定级数 （5.43) 的 


系数直到包括下标为 n 的项,并以 Z n (£,/x) 记级数 （5.43) 的 n 阶部 分和: 

1 71 
^ k =0 


(5.52) 


定理 5.2 存在常数 // 0 > 0 和 c > 0, 使得当 0 < // < //0 时，问題 (5,36), (5.41) 


存在唯一解 z ( t} ^ 且满足不等式 


\z(t y fi) - Z n (t,^)\ < c/i n+1 ， 当 0 < t < T. 


(5.53) 


证明解的存在性和唯一性由方程 (5.36) 的线性性得出.为了证明 (5.53), 我们 
令 — - Z n ( t , fj ). ^ z ~ u Z n 代人方程 (5.36), 即得 u [ t ， p ) 的方程 


dt 


- A ( t)u + J K ( t , s ) u ( s , pb)ds + 丑 (i，")， 


(5.54) 


其中 


= - A { t ) Z n { t ^) / K ( t , s ) Z n ( s i ^)ds + B ( t ) - \i 

Jo 


dt 


将 Z n (£,//) 的表达式 (5.52) 代入的表达式，在对应的项中做替换 t = Tfi，s = 
o \ i , 以及应用瓜之⑺的方程 ， fc = — 1，0,… ，打和 Zk ( t ) 的方程 ， fc = 0,1， …， n 之后， 

不难得到估计 


\ H ( t , fx )\ ^ c" n+1 ， 对0 < t < T， 0 < // < /x 0 . 

显然,对于 u ( t , fi ) 的初始条件有 w(0 ， /i) = (// n+2 a n+ i + ••.)///, 从而有 

|w(0,/x)| < c/x n+1 , 对0 < // < 

方程 (5.54) 的解可以写成 


■ (5.55) 


(5.56) 


f l 1 

w ( t ,/ x ) = ^( t ,0,/ x ) u (0,/ x )+ / -^(^ s ,/ x ) F ( s ,/ x ) ds , 

Jo M 

其中少 (M，M) 为齐次方程 

= -A(t)^(t,s^) -\- j K(t,p)^{p,s^)dp, 0 彡 s 彡 t ( T ， 


(5.57) 


满足条件少 (S ， S ， /i) 


的解.在 §17 的第2 禺中， 对于少 (M,/x) 曾得到不等式 


|^(i,s,/i)| < c /i + exp 


K(t — s )\ 

M )l 


0 < // < " o . 


(5.58) 


利用不等式 (5.55), (5.56), (5.58)， 从 (5.57) 直接得出 

\ u ( t , fi )\ ^ cfi n+ \ 0 < T, 0 < // < mo , 
这就证明了 (5.53) 及定理 5.2 本身. 
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3. 基本问題 我们现在回到基本问题 （5.36)， （5.35). 为了求解这个问题，我们 
利用在第 2 段中对辅助问题 （5.36)， (5.41) 构造的渐近解.我们用记这个解. 
我们选取 a 使得 z ( t , a ^) 满足条件 （5.35)， 因此我们得到 a 的方程 

z { T , a , fi ) = z °, (5.59) 

我们将求这个方程的如下形式级 数解： • 

d = a— 1 + fj,o,o + • • • + + . _ •. 

为了确定系数叫，…，我们将上式代入(5.59)，并用渐近展开式 (5.43) 代替精确 
解 z ( T , a ^), 亦即应用在§§13,15,16中求解边值问题时同样的方法.由于在点 t = T 
处所有边界函数都有估计 | n ^( T / M )| ^ c exp (-/ cT / M ), 0 < k ( 4(0)，因此方程 
(5.59) 取如下形式 


%( T ) + M Z !( T ) + ... + ix k z k { T ) + 

比较等式两端 M 同次幂的系数，并考虑到办 ( T ) 对 a / c — i 的依赖性（见 （5.47) 和 
(5.51))，可得关于^，知，…的线性方程 


MT ) = 


取 0) 


a - 1 - hz 0 ( T ) = z °, 


(5.60) 


MT ) 


R(T, Q) 
刪 


ajfc—i + Zk{T) =0 ， fc = 1 ， 2, 


» # # 


(5.61) 


假设 R ( T ,0) ^ 0, 于是方程 （5.60)，（5.61) 关于唯一可解.将这些解记 

作办， fc = -1,0,1,*--, 并构造由公式 (5.52) 确定的函数其中^ = 

* * 

辽一 1， • • • > 辽71 =辽71， 


定理 5.3 如果 fi ( T ，0) — 0,那么存在常数仰 > 0和 c > 0,使得当0 < 只< 


Mo 


时，问题（5.36)， (5.35) 存在唯一解且满足不等式 

Z n ( t , fi )\ ^ cfi n+ \ 对0彡 t 彡 T . 


(5,62) 


证明 首先我们相信，问题 (5.36), (5-41) 的解 z ( t ， a ，#) 对参数 a 的导数当 0 彡 


t ^ T y 0< fx ^ fx o 时满足如下的渐近表达式 


dz { t , a , fj ) _ dz 0 t 1 911 -iz dU 0 z t 

da da fi da da # 


(5.63) 


dz 


实际上，由方程 （5.36) 和初始条件 (5.41) 对参数 a 的求导即得 f 的方程和初 
始条件 “ 





t 


dz 




o 


dz 

da 


o 
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这个方程与原来的方程 (5.36) 是同一类型.像在第2段中对问题 (5.36), (5.41) 本身 
那样对上述问题构造渐近解，即得 （5.63), 而且有 

dzo — R ( t , 0) 

da *4(0) 


dUiZ 

dda 


^ c exp 


Kt 


0 < k ^ -4(0), i = _ 1，0 


由此及 (5.63) 得出 + O ( M ). 

因此当 M 充分小时有一 0. 

我们现在考虑方程 (5.36) 满足初始条件 z ( 0 , a - U fi ) = 的解不- hM ). 这 
时由于曾经选取使得 ^ o ( T ) = ^ 0 ,因此当 f = T 时有 z(T,a- llf i) = z 0 {T) + 
0( M )= z° + 0(fi). 从而解 z{t,a- ui i) 满足条件 (5.35) 精确到0⑻.由于 叫: 

一 0,因此存在而且是唯一的值 tx = a ( fi ) - a_i + 0 { ix ) 使得等式 2 ( T ， a ( M ), m )= > 成 
立-这就表示方程 (5.36) 满足初始条件 Z (0, M ) = _的解 Z ( t y fi ) 满足条件（5.35)， 

亦即 Z ( T ^) = z °. 于是定理 5.3 关于解的存在性和唯一性的结论得到证明. 

我们现在来证明不等式 (5.62). 我们考虑当 a =(旬„ = a _ i+Mao + *** + M n+1 «n 
时的解 z ( t , a , fi ). 由于方程（5.60)， （5.61), 其中 fc = 1,2,…， n + 1，因此对于这个解 
当 f = r 时有 


z(T, (a) n)M ) = z 0 (T) + 碑 1 (乃 + • _. + fi n+1 z n+ i(T) + 0(^ +2 ) ^ z° + 0( M n+2 ). 

由此及 &(:，:’") ^0 得出不等式 \ a ( fi ) - ( a ) n \ ^ c / x -+ 2 , 亦即对于坷 M ) 有渐近表 
达式石 ( M ) = ^―1 +邱0 +…+ M n+1 «n + 0( M n +1 ) 成立.于是由定理 5 . 2 直接推出不 
等式 （5.62). 定理 5.3 证毕. □ 

注 R ( T , 0)/0 是定理 5.3 的重要条件.若 S ( T , 0) = 0,则可分成两种情况进行讨 论：当 
0 ^ t ^ T 时或者 K ( t , 0 ) = 0,或者 K ( t , 0 ) ^ 0可以证明，或者在问題 (5.36), ( 5 . 35 )解 
的渐近展开中应增加形如 \ U - k z ( r ) (k > 1) 的边界项，或者除了出现这种项外还应增加形如 

的项（于是该解在整个区间[0, r ] 上有 /i 的极点)，或者（当选取特殊的/值 

£) 渐近展开保持 (5.43) 的形式.对于所有这些情况，读者不难类似于 R { T , 0) ^ 0情况那样进 
行详细的讨论. 



第六章小滞量微分-差分方程的奇异摄动 

问题 


§19. 引论 

本章将考虑一类像在第 二章〜 第四章中研究过的奇摄动微分方程那样存在着 
渐近现象的 方程. 这就是如下的微 分-差分方程 

y ( t ) = F ( y ( t ), y ( t - p )， 认 t - (6.1) 

这里 2 /和 P 是 M 维的向量函数，々表示导数 I 在方程 （6.1) 中既含有未知函数 
2/在自变量为 t 时的值，也含有未知函数在自变鲁等于 t m 时的值，这里量 M 称为 
偏差 （在 M > 0的情况时称为滯量)，它既可以是常量,也可以是 t 的函数，甚至可以 
是未知解2/的函数. (6.1) 形式的方程称为中 立型偏差变元的方程 （参看 [63]). 

我们将讨论当偏差 M 为常量且为小参数的情况.这时方程 （6.1) 的基本初值问 
题是 ：确定 t > 0的连续函数，使得当 t M 时一般 说除点 t = k ^ fc = 2,3,*.. 外处 
处满足方程（6.1)，而当0 < t M 时它等于某个给定的可微函数： 

ylo«/x = 冰)_ (6-2) 

区间 [ 0 , fj ] 称为初始集 ，而 ^ ⑷ 称为初始函数. 

求解问题(6.1)， （6.2) 最自然的方法是所谓的“分步法”，这个方法容许用逐次积 
分无偏差微分方程的办法对问题进行求解（在上面所给定义的意义下).第一步（当 

用已知函数冰 - 代替方程 （6.1) 右端的函数 - M )， 于是得微分 




方程 
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y(t) = F(y(t), (f(t - fi), (p(t - fi), t, fi), 2fi) 


及初始条件 


y ( p 、= 咖) _ 

用 2/ = 仍 (t) 表示这个初值问题在区间 [ M , 2/ i ] 上的解之后,可类似地得到第二步（当 
2 /x 彡 t 彡 3/ i ) 的初值问题 

y(t) = F(y(t), ip x {t 

y(2/z) = (pi(2fi). 

继续这个过程，可得问题 (6.1), (6.2) 在某个区间上的解，这个区间可以是有限的， 
也可能是无限的，这要由 （6.1) 右端的性质来定.不难看出所构造的解一般来说在 
t 二 心 ， k 二1，2,… 处有 角点， 即在这种点上解的导数可能有第一类间断. 

如果偏差 M 与所要确定的解的定义区间比较起来很小那么由于步数与 M 的大 
小成反比而变得很大，以致应用分步法成为很困难的事.因此当 M 很小时，利用渐近 
方法求解问题（6.1)， (6.2) 就变得很有意义. 

当 M = 0时，方程 （6.1) 变成常微分方程 

y ( t ) = F(y(t), y(t), y(t),t,0), (6.3) 

其解由初始条件 

y(0) = ip(0) (6.4) 

所决定，因此一般来说是不满足初始条件 (6.2). 于是当 M = 0时也像方程组 (3.18) 
的情况那样（见第三章)，出现丢掉定解条件的问题，从而蕴涵着边界层现象. 

当 M 很小时方程 （6.1) 的渐近性质对某些更一般的方程也存在着，这种方程在 
A . B . 瓦西利耶娃的[15, 17], B . M . 罗日科夫 （ B . M . Pojkkob ) 的[51， 52] 及其他作 

者的工作中都研究过（详细文献可参看 [10]). 因此对小偏差 m 构造问题 (6.1), (6.2) 
解的渐近展开可以完全像奇摄动微分方程组初值问题(第三章）那样进行，这种构造 
将在§20中讨论，而余项估计在§21中 给出. 

§20. 构造问题（6.1)， （6.2) 解的渐近展开算法 

我们首先考虑形式构造，而不叙述实现这种构造的条件.为了对问题 (6.1), (6.2) 
应用在第三章所考虑的渐近方法，我们将 (6.1), (6.2) 写成如下形式的方程组 


z(t) = F{y(t),y(t- fi) f z(t- fi), y = z f 


(6.5) 


• 178 ♦ 


第六章小滞置微分-羞分方程的奇异攥动问题 


以及初始条件 


= 2/ lo ^ t^/i = ^(^)- (6-6) 

也像第三章那样，我们将找问题 （6.5), (6.6) 如下形式的)酵（ X 既表示 A 也表示 2/) 


x = x(t, /x) -(- rtx(r,/i), r = tj a 


(6.7) 


其中 


x(tj ji ) = xo ( t ) -(- + … + fj , k Xk ( t ) + …， (6.8) 

nx ( r ,/ i ) = n 0 a;(T) + fiUix ( r ) + … + ix k Hkx { r ) + … . （6.9) 

我们将利用符号 [1. 表示如下意义的偏差 运算： 对任一变量 t 的函数〃⑴,记号 [ v ( t )} 
表示吨 - / X )，亦即 [ v ( t )\ = v(t - / i )； 而对变量 T 的函数 w ( t ), 记号 [ w ( t )\ 表示 
w(t - 1), 亦即 [ t ^( r )] = w(t — 1). 

将 （6.7) 代入（6.5)，并将所得等式写成 

z + Uz^F + UF , — (6.10) 

at or 


这里 P 和 nr 用与第三章同样的原则 确定： 

ILF = F(y(rfi, fi) + IIy(r ， #) ， [y(r/z, /i) + IIy(T ， #)] ， [z(t^ fi) -h Hz(t, M)] ， 了 M ， M) 
-F(y(rfi, /x), [y(r/i 5 /x )]， [z(r^ 


在 （6.10) 中代替无和 IIx 用级数 （6.8) 和 (6.9) 代入，然后将 F 和 IIP 展成 M 
的幂级数，于是对于 P 有级数 


F — Fq -fj,Fi + ... + fi k Fk + ... ， 


其中 


F 0 = F ( y 0 ( t ) 1 y 0 ( t ) 1 z 0 ( t),tM 

F k = W ⑷+歹 [ j /] ⑷ W ⑴十歹 ㈤ ⑷知⑷ +巧 ⑷， fc = 1，2, . … 

矩阵 F y ( t ), F [ y ] ( t ), F [ z ] ( t ) 的元素是在点 ( y o ( t ), y o ( t ), zo ( t ), t ,0) 处进行计算的，而 
向量函数 Fk ( t ) 是通过 Vi ( t ), = 0, !_，•.， ,k - 1 用完全确定的方式表示的. 
对于 np 有级数 


ILF = IIo-F -(- + ... + fj^TlkF + … * ， 


其中 
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n 0 P = F ( p o (0) + n 0 y ⑺， p o (0) + p 0 y ( T )]， 芝 0 ( 0 ) + [ n O 2 ：( r )]， 0 , 0 ) 

- 柯 0 ⑼，〜⑼，办⑼，0,0)， 

F y ( r ) U k y ( r ) + F [ y ] ( r )[ n k y ( r )} + F [ z ] ( r )[ U k z ( r )} + G k ( r ), fc = 1，2,… 

矩阵 Fy ⑺， F [ y ]( T )， F [ z i ( r ) 的元素是在点 ( y o (0) + n 0 2 /( T )，|/ 0 ⑼ + PQ O 2/( t )]，：^0) + 
[ n o ^( r )],0,0) 处进行计算的，而向量函数 Gjfc ( T ) 是通过 n i 2 /( T )，[ n i 2 /( r )], [ U iZ ( r )}, 
i = 0,1，… ,k — 1 用完全确定的方式表示的. 

比较等式 (6.10) 两端关于 M 同次幂的系数，而且像老早那样，将依赖于 t 和依 
赖于 t 的各自分开，于是即得确定 x k ( t ), n fc x ( r ), fc = 0,1，…的方程. 

其次，将 （6.7) 代入初始条件 （6.6) 得 

+ Il2 ： (r ? /i)| 0 ^-r^i — P ⑴， 

卵 ，+ n 2/(^M)lo^i = 冰)； 

利用级数 (6.8), (6.9)，将这些等式写成 


n 0 z ⑺ + fj,Uiz(r) + …= ip(rfi) - ^o(r/x) - (^m) - 


鬌 t 


{^(0) - Zo ( 0 )} -h f ^{ 0 ( O)r - %( 0 )t - Zi (0)} 4- 


+/{ 


p( fc+1 )(0) 


k 


允 ： (H) 


fc! 




(0)T k 


i =0 




} + 


Iloy(r) +^IIiy(r) + 


o«i 


- y 0 ( rfj ) - Wi ( rM ) - 


參 秦 


: {^(°) - 2/o(0)} + "{0 (O)t — 专。 (0)7~ — h(0)} + 

— 謂 } + 


fc! 


t=0 


( k - i )\ 


( 6 . 11 ) 


( 6 . 12 ) 


我们将利用 （6.11)，(6.12) 式来确定展开式（6.8)， (6.9) 全部系数得到初始条件. 
对于元 o ( t )， 由 （6.10) 有 


z 0 ( t )=- F 0 = F ( p 0 ( t ) j 0 ⑷，芝 a ⑴， t ，0)， i 0 ( t )= z 0 (ty (6.13) 

显然，这个方程组是 （6.5) (或者原来方程组 （6.1) 本身）的退化方程组，亦即它是由 
(6.5) 令 m = 0得到的.与作:5)不同，方程组 (6.13) 已不含有偏差.如果消去办⑷， 
则得到的关于 y 0 ( t ) 的方程就与 （6.3) 完全一样，而且显然这是一个没有对导函数 
Ut ) 解出来的常微分方程组.对于 V 0 ( t ) 我们也给定像 （6.4) 那样的初始条件 


j/o(°) = ⑷⑼， 


(6.14) 
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求解问题（6.13)， (6.14) 即禧 y 0 ( t ) Mt ) (至于确定哪一个解以及选择的原则问题将 
在下一节的第1段给出). 

从 （6.10) 可得 n 0 x ( r ) 的方程 

f n 0 z(T) = Iloi 71 =巧〜⑼ + n 0 y ⑺，〜⑼ + [U o y(r)},zo(0) + [ n 0 z ( T )]， 0, 0) 

J ⑼，％ ⑼，知(0)，0,0)， ^ (615) 

^=0. 

V ar 

比较 （6.12) 中两端关于 M 零次幂的系数即得 U 0 y(r) 在初始集上的值 


n o 2 /⑺ | 0 




^(0)- y o (0) 


(6.16) 


为了确定当 T > 1时的函数 n o 2/ ( r ), 我们必须求解 (6.15) 的第二组方程，它在 
的初始条件由 (6.16) 即知为 


n 0 2/( i ) 


(6.17) 


求解可得 


n 0 y ( r ) = 0,当 


(6.18) 


因此有 


n 0 i /( r ) 三0，对 T > 0. 


从 （6.15) 的第一组方程可得 U 0 z(r) 的差分方程 


n 0 ^(r) = F(w(0) ， p(0) ， 芝 0(0) 4* p O 2 ： (T)] ， 0,0) — F(^(0), 1^(0), Z 0 (0), 0,0). (6.19) 


比较 (6.11) 两端关于 M 零次幂的系数，并考虑到 z 0 (t) 已经求出，即得 U 0 z(r) 的初 
始条件 

no-2 ： ( , r)|o^ T ^i = ^(0) ~ z o(0)- (6,20) 

对于任意 t > 1问题（6.19)， （6.20) 的解可用分步法求出.下一节将证明在一定 
条件下， U 0 z(t) 和其他 n - 函数具有类似于第三章关于边界函数所得到的指数式估 
计.但是应当注意在定性上本章函数 U k z(r) 的性质不同于第三章对应 n - 函数的性 
质.在第三章中 n - 函数是光滑的，而在这里不难从方程 (6.19) 看出， U k z(r) 具有阶 
梯形性质，亦即在 t 二1,2,3,…处有一类间断. 

为了确定办⑷， U k x ( r ), fc = 1，2, …， 像通常那样我们得到一系列的线性方程组， 
对于 x k ( t ) 是微分方程组 


Mt) = F k = F y (t)y k (t) + F [y] (t)y k (t) + F [z] {t)z k {t) + F k {t), 

VkW = 乏 fc ⑴； 


( 6 . 21 ) 


而对于 IlA ； a :( r ) 是微分-差分方程组 
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U k z(T) = U k F = F y (T)U k y(T) + F [y] (T)[U k y(r)] 4 - F [z ](T)[U k z(r)} -h Gfc ⑺， 


d^kV 

dr 


U k ~iz(T). 


( 6 . 22 ) 

为了求解这些方程组，我们必须给出定解条件,这可从 （6.11) 和 (6.12) 用如下办法 


求出.像在第三章那样我们要求当 
方程当 t >1时可得 


T 


oo 时有 IUy ( T ) — 0,于是由 （6,22) 的第二组 


^lky(r) 



U k - iz ( s ) ds } 当 r > 1， 


(6,23) 


由此得到 


lUy ⑴ 



Uk - iz ( s)ds 


(6.24) 


现在比较 (6.12) 两端/的系数即得 


^ kV ( r )\ 


0«1 


〆) ⑼ T fc 
~~ fc! ~ 


-,⑼ 


i =0 


(k — i )\ 


(6.25) 


在 （6.25) 中令 


=1,并考虑到 (6.24) 即得 





(6.26) 


找出了 y k (0) 之后，由等式 (6.25) 函数 U k y ( r ) 在初始集上就确定了，因此 nw ( r ) 也 
就完全确定了. 

对于 z k ( t ) 显然不必给出定解条件.求解问题 （6.21)， (6.26) 即得 y k { t \ z k { t )- 
其次，因为 n fc 2 /( r ) 已经 由等式 （6.25)， (6.23) 所确定，所以从 （6.22) 的第一组方 
程即得关于 U k z ( r ) 的纯粹差分方程，其初始条件 


t=0 


(6.27) 


可从 (6.11) 两端 关于沪 的系数等式得到. 

总之，我们可以逐次地确定级数（6.8)， (6.9) 的系数. 


§21. 余项估计 

1. 定理 6.1 的陈述我们现在提出上一节的形式构造可以进行的条件.像在第 
三章和第五章那样，有两个问题是起着基本作用的，即退化问题（6.13)， (6.14) 以及 
关于 U 0 z(t) 的问题(6.19)， (6.20). 
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在方程组 (6.13) 中消去 z 0 ( t ) 之后， 即得 Vo ( t ) 的常微分方程组,这时对‘⑷尚 
未 解出： 


(6.28) 

这个方程组在初始条件 (6.14) 之下或者有一个解，或者有几个解，也可能没有解. 

I . 假设问题 (6.28), (6.14) 在 0 彡 f 彡 T 上有解，并且令 y 0 ( t ) 就是其中的一个 

解. 

我们考虑矩阵 F z ( t ), 它的元素 g ， i，j = 1,2,…， M 是在点 

⑸⑷，％ ⑷，知⑷， M )， z 0 ( t )^ Vo ( t ), 

处进行计算的.记矩阵 F z ( t ) 的特征值为 Mt),i = 1，2,…， M ， 我们要求这些特征 
值满足如下条件： 

II. 


\ Xi ( t )\ < 1，当0彡 t 1，2,…， M . (6.29) 

这个条件在此起了像第三章中条件 (3.22) 那样的作用，因此也称它为稳定性条件. 

我们现在考虑差分问题 (6.19), (6.20). 对于目前考虑的情况，方程组 (6.19) 起了 
像第三章中附加方程组 (3.43) 那样的作用.显然 ， IIw ：= 0是差分方程组 (6.19) 的 
奇点.由于根据 （6.29) 有 \ Xi (0)\ < 1, i = 1,2，... ， M , 因此这个奇点是渐近稳定的， 
亦即对0 < t < 1当 || IL 0 z ( r ) || 充分小时，解 U 0 z(t) 对 t > 1仍然停留在这个奇点 
附近，此外，当 t — oo 时还有 U 0 z(t) ^ 0. 这个结论的正确性可从下面引理 6.1 的 
证明中直接推出.由于在初始集0 < t < 1上对 U 0 z ( r ) 给定的初值河0) - 知⑼ 一 
般来说不是很少，因此也像在第三章和第五章那样,我们要求满足 条件： 

III . 初值 c ^(0) — ^ o ( O ) 属于奇点 Iloz = 0的影响域，亦即当 r — ^ oo 时，问题 
(6.19)， （6.20) 的解 U 0 z(t) ^ 0. 

最后， 下面的条件给出函数^和 P 的光滑性程度，这种光滑性是渐近构造精度 
为的解所需要的.为此我们首先考虑两个 点集： 

厶 01 = {(2/， [ y ]^, t , ii ) : y = y o (0)\[ y ]= 歹 o ( 0 ); 2 ：= 芝 0 (0) + II 0 2 ：( T)，r > 0 ;t = 0;只= 0}， 
^02 = {(?/» [y]i z ， t ， 从 、 ： V — 2/o(^)i [y\ ~ 2/o(^)j z = z o{t) ^ 2/o(^)j 0 ^ ^ ^ T; /x = 0}, 

而以记这两个点集的并集. 

IV . 假设函数 F { y , [ ylz , t , fi ) 在集合 I 。的某个矣管中，对所有变量具有直到包 
括 （n + 2) 阶在内的连续偏导数，而初始函数 p ( t ) 在初始集合0彡 t M 上具有直到 
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包括 （n + 2) 阶在内的连续导数 （5 -管的定义参看 §10 第 1 段). 

按照上一节的做法，我们求出级数 （ 6.8) ， (6.9) 直到包括号码 n 在内的项，并用 
XJM) 记 (6.7) 展开式中的 n 阶部分和，亦即 

n 

Xndfx) = y^fi k (xk(t) -hU k x(r)). (6.30) 

k=0 

定理 6.1 当满足条件 I 〜 IV 时，必存在常数 Mo > 0 和 c > 0 使得当 0 < /X 彡 
，时，问题 （ 6.5) ， （ 6.6) 在区间 0 彡 t 彡 T 上存在唯一解而且满足不 
等式 

|| x ( t , ti )- X n { t , fi ) \\^ cfi n+ \ 当 0 < f CT. (6.31) 

定理 6.1 的证明将在下面的第 4 段 给出； 在此之前先在第 2 段介绍线性差分方 
程组理论的某些结果，而在第 3 段证明边界函数的指数式估计. 

2. 线性差分方程组的某些结果 我们考虑线性差分方程组的初值问题 


z ( t ) — A ( t ) z(t 一"）+ b ( t)，h <t 

= W ⑷， 

其中 咐）和 p ( t ) 均为 M 维向量函数，4⑷为 M x M 阶矩阵. 
令 ^( t , s ) 为齐次初值问题 

s ) = — h , s ), h < s + h < t 


(6.32) 


屯 (t ， 5 )l«s+/i = 五财， 

的矩阵解（五 Af 为 M X M 单位方阵)，于是不难直接验证，当 mA < i 彡 （m +1)/1， m = 
1，2, … B 寸,初值问题 (6.32) 的解可以写成 

m— 1 

z ( t ) =屯 ( t ，0)< p(t — mh ) -(- ^ (m — i ) h ) b(t — ih ). (6.33) 

i =0 

利用分步法不难得到对于虫 ( M / i ) 当 t < (m + l )/ i , m = Z + 1， Z + 2, … 时有 


lh ) = A ( t ) A{t — h ) A(t — 2 h ) - - - A(t — (m — l — l ) h ) 

成立；特别，若 A ( t ) ^ A = 常数，则当 l ) h,m = Z + 1 ，Z + 2, ... 时有 

^( t , lh ) = A m - 1 . (6.34) 

如果矩阵 4 的特征值人 ， k 1，2, • •. ， M 满足条件 


Ai | < a < 1, 




•184* 第六章小滞量微分-龜分方程的奇昇摄动问题 


则必存在常数 C > 1使得 

|| A 1 IKca 、 / = 0,1,2, *• . (6.35) 

% 

这个结论在[叫中有证明. 

3. 边界函数的估计 

引理 6.1 对于边界函数 n# ⑺， i = 0， l ，. . .， n ， 有不等式 

| n » a :( r ) ||^ cexp (-/ cr ), 当 r > ()• (6.36) 

成立，其中 c > 0和0为常数. 

证明在§20中我们曾得到 U Q y ( r ) 三0,而 U 0 z { r ) 是差分问题(6.19)， （6.20) 的 
解.这个差分问题可以利用分步法求解，显然 U 0 z ( r ) 在每一步都是取常数值.由条件 
III 即知当 r — 00时有 U q z{t) ^ 0,由此推出，对 W > 0,存在自然数 mo = mo ⑷ 
使得 

|| n 0 ^( r ) II <(5, 当 r 彡 m 0 . (6.37) 

我们将 (6.19) 在 r > mo 时写成 

H 0 z ( r ) = A [ n 0 z ( r )} + 0([11 0 小)])， (6.38) 

这里 

A = F [ z ] (0) - F w (¥)(0)， WO ) ⑼， 0,0)， G ([ n o z ( r )]) 

= f(^(0), 对 0) ， ^o(O) + [n o z(T)]A0)~ ^(0), 芝 0 ( 0 ) ， 0, 0) - A[U 0 z(t)). 

可以验证， G { u ) 具有如下性质 ：对 Ve > 0, J ⑷ > 0,使得 

II G ( u ) 当卜 ||0. (6.39) 

用 Po 表示 Ilo - s ( r ) 当 mo <7 ■彡 mo + 1 时的值；我们证明，若 mo 选得充分大,则当 
m < r 彡 m + l，m = m 。 + l ， m 。 + 2, ... ，时 Uoz ( t ) 满足不等式 

|| U 0 z ( r ) |K ci || P 0 || a — 0 , (6.40) 

♦ 

这里 d > 0 和 cr € (0,1) 均为与 m 无关的 常数. 

利用公式 （6.33) 和 (6.34), 方程 (6.38) 当 m < t < m + l，m = wio + l，mo + 2, …， 
时可用如下等价的方程 

U 0 z ( r ) = A m ~ mQ P 0 + ^ G ( n 0 ^( r - i - l )). (6.41) 
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代替.由于根据 （6.29) 矩阵 F [ z ] (0) 的特征值叉⑼满足条件巧(0)| < a < 1，这里 a 
为某一常数，所以由 (6.35) 即知存在常数 c 2 > 1，使得 ||W C 2 d，Z = 0,1， 2 ,… . 

在区间 a <(7 <l 中固定任一数 a , 令 g = a/a 并选取 e > 0这样小，使得不等 
式/3三 6C 2 /a(l — g ) < 1成立.对于选定的£，必存在 d 使得满足条件 (6.39); 

对于这样的 (5 = 6 ( e ), 必存在自然数 mo = m 0 ( J )， 使得不等式 (6.37) 成立. 

我们现在取满足不等式 Cl > c 2 /(l - 0 ) 或者 c 2 + /? Cl 彡 Cl 的任意常数作为 Cl , 
并用归纳法 证明： 对这样选定的 a ， m Q 和 Cl 不等式 (6.40) 成立.我们按步数的号码 
进行归纳.当 m = mo + 1时从 (6.41) 可得 

U 0 z(t) = AP 0 ^G{Po), 

由此即知当 mo + l < r ^ m 0 + 2 时有 


|| n 0 ^(r) II ^ c 2 a || Po II +£ II Po ||=|| Po || cr(c 2 a/cr + e/<r) 

< || P 0 || a (C2 + ^ =|| P 0 || cr(c 2 + /?ci) ^ ci || P 0 || (7, 

亦即当 mo + 1 < r ^ mo + 2 时不等式 (6.40) 成立 . 我们现在假设：对 m = 
m 0 + 1 ，咧 + 2,…， iV — 1 ， (6.40) 都成立，而后证明当 m^N 时这个不等式也成立 . 
当 m = N 时由 (6.41 ) 可得 

N-mo—1 

|| n 0 z(r) || ^ || Po || + || P 0 II 

i=0 

iV—mo—1 

= ||Po||^ iV - mo (c2g iV ' mo + ^ ^ 

^ i =0 

- || Po II a iV - mo (c 2 +/3c 1 )^ci II Poll /- m 。， 当 iV< T <AT+l. 
这就证明了不等式（ 6 . 奶 ). 从 (6.40) 得出当 t > m 0 + 1 时有 

II IIo^(t) ||^ ci || P 0 II cr r_1 ~ mo = ci || P 0 II cr - 1 - mo exp(-/cr )， （ 6.42) 

这里 k = — lncr > 0. 当 0 彡 r < mo + 1 时，问题 (6.19), (6.20 ) 的解 IIo-s(t ) 以某一 

常数 c 3 为界，亦即 * — 

|| n 0 ^(r) ||^ c 3 , 当 0 彡 r 彡 m 0 + 1. (6.43) 

令 c = max{ci || P 0 || C 3 exp[/c(m 0 + 1)]} ， 于是由 (6.42), (6.43 ) 即得 

|| Ilo^(r) ||^ cexp(-zcr )， 当 r > 0 ， 

这就对 i = 0 证明了不等式 (6.36). □ 
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其次我们应用归纳法.假设不等式 (6.36) 对 f = 0,1，…， fc - 1都正确，那么由 
(6.22) 即得 

pOO rOO 

II n fc y(r) ||^ J II n fc -i^(5) \\ds^ J II 'cexp(-Ks) || ds 

Q 

= — exp (—/ cr ) 彡 cexp (- zcr)，r ^ L (6.44) 

Kf ， • 

在初始集 0 彡 r 彡 1 上，显然 U k y ( r ) 是有界的（见 (6.25)). 因此 （6.36) 对 U k y ( r ) 成 
立.（关于常数 c 和《，第三章§10第3段中的注1和2仍然有效). 

对于 U k z ( r ) 有差分方程（见 (6.22)) 

Hkz ( r ) = F [ z ] ( r )[ n k z ( r )] + G fc ( r ), (6.45) 

其中 G fc ( r ) = i ^( r ) n fc y ( r ) + i ^( T )[ n fc y ( T )] + G fc ( r ). 与推导第三章中不等式 (3.58) 
完全一样，可以 证明： 由归纳法假设， G k ( r ) 满足估计 

|| Gfc ( r ) ||^ cexp (- zcr )， 当 r > 0. 

由此及 (6.44) 即得 G k ( r ) 的指数式估计 

|| 6 jk ( r ) ||^ cexp (-/ cr ), 当 r > 0. (6.46) 


方程 (6.45) 在初始条件 (6.27) 


^ kz ( r )\ 


^( fc + i)( 0 ) T fc 


O ^ T^l 


E 

i=0 


Z 


( fc - i ) 


% 




朽⑺ 


之下的解当 m < 7 ■彡 m + l，m = 1，2,…，时根据公式 （6.33) 可以写成 


m —1 

n fci s ( r ) =少 ( r ，0) Pfc(r - m ) + ^( r , m - i ) G k ( r - i ), (6.47) 

i=0 


其中 ^( r , s ) 是齐次问题 


伞 (r ， s) = F [ z ] ( t )^( t - 1， s )， 伞 = 五 m 

的矩阵解.类似推导 n 0 z ( r ) 的估计，不难证明 ^( r , s ) 满足不等式 

|| 少 (t ， s) ||( cexp(-/c(r- 5)), 当 0 彡 s ( t. 

利用这个不等式及对 || G k ( r ) || 的估计式（6.46)，由 (6.47) 即得当 r > 0时有 

m — 1 

\llik^(r) || ^ cexp(-zcr) || Pk{r - m) || + cexp(-/c(r - m + i))cexp(-/c(m - i)) 

i =0 

彡 cexp(—/cr) + crexp(— kt) ^ cexp(-Kr). 
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总之,我们得到了 U k z(r) 的不等式（6.36)，从而完成了引理 6.1 的证明. 

4. 定理 6.1 的证明我们令 


= 艰 " ）一 = y{t,fj) - Y n {t,fi), 


其中是所要求的问题 (6.5), (6.6) 的解，而 Z n { t ^), Y n { t ^) 由公式 
(6.30) 确定 .^ z = Z n -\-u^y = Y n -\-v 代人 (6.5), (6.6) 即得 w 和 v 的方程组 


u = F(Y n + v, [Y n + v], [Z n + u], /x) — Z n , 
v = u-\- (Z n — 1^), fj, < t ^T, 


(6.48) 


及初始条件 


u 


V 






邠 ) -z 冰 ") = on 
^(t) - y n (t^) = o(" n+i ). 


(6.49) 


于是为了证明定理 6.1 只需要证明当 M G (0， H 充分小时，问题 (6.48), (6.49) 在区 
间0 < i < r 上有唯一满足不等式 


II _，//) ||< C/X n+1 , || ||^ c// n+1 , (6.50) 


的解. 

我们首先考虑表达式 


= F ( Y n { t , ii ), [ Y n ( t ^)], [ Z n ( t ^)], t ^) - 

= 1 n { t ,\ i ) - Y n ( t ,^) = fJ^UnZ 

完全与第三章一样（见（3.89))，当//充分小时不难得到对 轉 …)的估计 

II 好 1( 亡 ，"）||< c// n+1 , 当 0 彡亡彡 r， 0 < " 彡 "o. (6.51) 



对于执((，//)，由 (6.36) 即得估计 




丑 2 ((，"） || 彡 cfi n exp 



当 0 彡 t 彡 r， 0 < " ( " o . 


(关于常数邱，§10的第3段注4仍然有效). 

我们将 （6.48) 写成 

卜 = Fy(t^)v-h + G(v，K M ， t ，")， 

I V = w + 匕 ")， 


(6.52) 


(6.53) 
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第六章小滞量微分-差分方程的奇异摄动问题 


其中矩阵巧化从斗】((，//),札办//)的元素是在点 ( y 0 W ^ oW^oW + [ n 0 ^( r )]^,0) 
处进行计算的，而 

G ( v , [ v ], [«]，(，")二 F { Y n -\- v , [ Y n + v ],[ Z n + w ]， i ，") — — F y ( t , fx)v 

函数 G 具有如下两条 性质： ^ . 


1 .当 o 彡 f < r ， o <"(" o 时有 


II G (0,0，( U ，"）| H | H ^ t ^) ||< c " 


n +1 


2 .对 Ve > 0,3 常数 （5 = (5 ⑷和 "o = " o ( e ) 使得只要 || 仍 || 彡占， 

II N IK ^11 [« i ] 11^ ^11 ^2 11^ II N 11^^II W ||^^o</x^/x 0 , 则有 

|| G(Vl>l] ， [Ul],t ， " ） -G(V2 ， [V2] ， [W 2 M，"）||< e(|| V! - V 2 || 

(6.54) 

+ || 卜1 - V 2] || + || [ Ul - U 2 ] II ). 

这条性质容易验证，只要将有限增量公式用于 (6.54) 左端的差，并注意到，当 
I v IMI M IUI M 11^0充分小时， || || = || Fy ( Y n + V , [ Y n + v ], [ Z n + - 


%(以） ll，ll || 和 || G [u] || 都可以任意小. 
以 U ( t , 5, /X) 表示齐次初值问题 


C /( i ， s ，"） =： F \ z '( t ， fi ) U(t — // ^ t ^ T , 

U [ t ， s ， fi )\ s ( t ( s _^ = E M . 


(6.55) 


的矩阵解.对于 U ( t ， s 4)， 类似于第三章的估计式 （3.96) 可以证明有指数式估计 


|| U[t, s，") ||《 cexp(~— ~ —), 0<"("o. 

为此我们利用类似于引理 3.2 的如下 引理： 

引理 6.2 设 A[t) 为连续矩阵，其特征值 Xi{t) 满足不等式 

II Xi(t) ||< a 2 < 1，当 0 彡 t 彡 r, i = 1 ， 2... , M . 


(6.56) 


(6.57) 


那么当 "G (0,// 0 ] 充分小时，齐次初值问题 

{ W{t,s,fi) = A(t)W(t - " ， s，")，" 《 s + " < 亡 （ r ， 

卿， S ，") L ⑽ = 

的矩阵解满足估计 

II w[t,s,ji) ||^ cexp (-—~~ ^)，当彡 t ( r ， 


(6.58) 


其中 a = — Ina > 0. 
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可以完全类似于引理 3.2 的证明对这条引理进行证明. 

由于矩阵 F [ z ] ( t ^) 的特征值在点 i = 0的某个邻域中，一般来说,不满足不等 
式（6.57)，因此引理 6.2 不能直接应用于方程组 (6.55). 但是通过类似于第三章中在 
得到估计式 （3.96) 时所进行的讨论，可以证明估计（6.5句的正确性. 

利用矩阵 U ( t , s ,//) 和公式（6.33)，对 t < (m + 1)"， m = 1，2,…， 

我们用等价的方程 

m—1 

u ( t ， / x ) = U ( t , Q , ")0(" n+1 ) + E C /( t ， （m — 0"， P )[ Fy(t - ifi ， / x ) v(i - i / x ,//) 


+F [y] (t - %ii, fi)v(t — G(v(t — i^ ， v、t — ifx — nKt — J — i"，")] 

(6.59) 

代替 (6.53) 的第一组方程及其初始条件 （6.49) .而 (6.53) 的第二组方程当^ 时 
用等价的积分方程 

= v ( fj /1 fj / ) + / u ( s ， fi ) ds + I H 2 ( s ， fj)ds 

J J /i 

代替.由于据 （6.52) 有 j ^ H 2 { s , fi)ds = 0(/ x n +1 ), 而根据 （6.49) 有 = 0(^ +1 ) 

及 0(// n +1 ), 当 f < //，因此上面的积分方程可写成 

v ( t : fj )= ( u { s ^ ji)ds + 0(// n+1 ), (6.60) 

Jo 

我们将在 (K i < r 上而不是在研究这个积分方程. 

将 (6.60) 的函数 r 代人 （6.59) 即得当 mfiKt ^ (m + 1)//, m = 1，2, ... 时，对 
u ( i ，"） 的方程 


m—1 


= U ( t ,0, fi ) O { fi n+1 ) + ―-如,") 


i=0 

■ 疒 t 一 i/i i*t—i/i—/i 

u(s,fi)ds + F[y](t-i^fi) / u(s y fi)ds 

. Jo Jo 

a t—ifi i*t—i/i—/i 

u(s, ^)ds } J , u(s, fi)ds, u(t - - " ， /i), 


+0(/ x n+1 ). 


考虑到初始条件 (6.49), 可将此方程写成 


u(t ， p)= f K(t y s, fi)u(s, ^t)ds + Q(u, t, /x), 


(6.61) 




这里 


第六章小滞置微分-差分方程的奇异摄动问题 


0，当 （K S 彡亡彡 

% 

F y ( t ,/ i ), 当 t 一 /i < s 《 t ， m/i < t 《 （m + 1 )"，m = 1，2,…； 

2 一 1 

^2U(t,(m- i)fi,fi)[F y (t- i\x, \x) + F [y] (t - 

t=o ' • 

K ( t ， S ， P ) = * (m — l ) fi ^ fi ) F y {t — Ifi ， fj ), 当 f — (Z + 1)" < s (t — Iji , 

/ = 1, • • • 7 m — 1; m/i < i ^ (m + l )/ x , m = 1,2, • • •; 

m—l 

Y, fi)[F y {t - i\x, \x) + F [y] {t - i\x, /i)], 

i =0 

当 0 彡 s f 一 m "， m/i < f 彡 (m + 1 )"，m = 1，2,…； 


Q(u,t,fi) = 4- 0(" n+1 ) ， 当 0 < t 彡"； 

m-1 「 , pt-ifi 

Q(u,t,fi) = U(t,0,fj / )O(f/ l ^ 1 )-\-^2u(t 1 (m-i)fj / ,fj / ) G( / u(s, ^)ds, 

._n L WO 



t 一 


u(5, fi)ds, u(t — ifi — fi, /i), t — i/x ， /x) + 0(/i n 


+i 


当 mfi < t ^ (m + l)/x, m = 1 ， 2, 
因为根据 （ 6.56) 当 m/x < t 《 （m + 1)"，m = 1 ， 2, .. 


0,1 ， •… ， m- 1 ，时有 


|| U(t ， (m — || 彡 cexp(—— —— — —— ^ cexp(-Ki); 


(6.62) 


而当 0 d < r 时有 || F y (t^) ||^c,|| F [y] (t^) ||^ c, 所以以 e_ K < 1 为公比的递减 
几何级数就成为 K(t,s 々 ) 表达式右端求和项的强级数,从而有 


|| 轉， s，"） II 彡 c ， 当 0 彡 s 彡 f 彡 r， 0 < " 彡 " 0 . 


(6.63) 


利用估计式 (6.62), 于是据函数 G 的两条性质不难证明积分算子 Q(u,t,^) 具有两条 
类似的 性质： 

1 . 当 0《 t 《 r，o < " 《 "o 时， || Q ( o , t ,//) ||^ c" n+1 ; 

2. 对 Ve > 0,3 常数 5 5 ⑷和 "0 = 冲⑷使得只要 II Ul (t,fi) \\^S, \\u 2 (t^)\\ 
彡 A 当 o 彡 o< fj , 0 时则有 

II Q(wi,t,//) - Q(u 2 ,t,fi) ||^ £ max || ui(t ， fi) 一 u 2 (t,fi) || . 

根据 （ 6.63 )， 核 K(t, s,/x ) 的预解式 R{t,s,fi) 也是有界的.利用 R{t, s, fi) 我们可 
用等价的方程 



t 


= Q(w, t ， /x) + / R(t ， s, /i)Q(w,5 ? fj)ds = 5(w,t,/i) 


(6.64) 
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代替 (6.61). 显然积分算子 S ( u , t ^) 也具有像 Q ( u ， i ，/ x ) 那样的两条性质，亦即当 
|| u ||，//充分小时它是一个压缩算子.于是应用逐次逼近法，不难证明在0 < i 彡 r 
上 (6.64) 存在唯一解且满足估计 

II u ^/ x ) ||^ c " n+1 ， 当0彡 * 彡 r ， 0 < " < / x 0 . (6.65) 

根据 （6.65)， 由 （6.60) 直 接得到 v ( t ,/ x ) 同样的估计.定理 6.1 证毕. 

注 1. 上面所进行的研究说明，问题（6.5)， (6.6) 解的渐近展开以及构造这个展开的的算法 
完全类似于在第三章研究的微分方程组奇摄动初值问题 (3.18), (3.19) 解的渐近展开及其构造算 
法. (6.5) 的第一组方程类似于在导数上含有小参数的 （3.18) 的第一组方程. （6.5) 的第二组方程 
对应于 (3.18) 第二组方程的特殊情形，即当 f ( z 7 p , t ) = z 时的情形.当 (3.18) 中的 /( z ， y ，*) 是 
任一函数时，与方程组 (3.18) 类似的是比 (6.5) 更为一般的微分-差分方程组 

z = F{y, [y], [41，//)，y = /(y ， [y] ， [4 亡， M); 

对此我们可以构造它的初值问题 

z \ o ^ t ^ = 冰)， y \ o ^ t ^ = 

的解的渐近展开. 

2. 我们现在转到方程组 (6.5) 右端不含吣 —//) 的特殊情况，亦即 F ( y ( t ) jy ( t - / x ), y ( i - 
= F ( y ( t ), y(t — fi ). 这时解 y ( t , fi ) 具有通常的特性，即对 t > fi , y ( t , fi ) 有连续的 
导数.至于渐近性质这时边界函数仅在有限多步不为零，而后恒等于零.实际上，确定 n 0 z ( T ) 的 
方程（像在一般情况下那样，对 t > 0有 U 0 y ( r ) 三 0) 对 t > ] 为 

Hoz(r) = F(cp(Q), _)，0, 0) - F (^(0), ㈣ )，0, 0)， 


亦即当 T >1 时有 

而当0 < T < 1时像在一般情况那样 


Ilo ^( r ) = 0, 


Uoz(t) = ^j(O) — 2o (0) = ^(0) — ■F 1 (p(0) ， v?(0) ， 0, 0). 

其次， n iy ( T )\ 0 ^ T<1 = < p ( 0 )r ^ i o ( 0 )r - y . iO ), 而对于 t > 1 有- 

fOO 

Ihy ( T ) = - j U 0 z ( s)ds = 0. 

因此对 t > 0 有 U 0 y ( r ) 三 0, 而 I1 0 z(t) 和 U iy { r ) 仅在 0 彡 t < 1 上不等于零，当 t > 1 时恒 
等于零. 


练习证明当 t > A : 时有 n fc 2 /( r ) 三0,而当 t > A : + 1时有 U k z ( r ) = 0. 
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我们已经介绍了一系列的奇异摄动问题，它们彼此之间都是用同一种算法构造 
渐近解.下面我们简要地谈一下其他的奇异摄动理论问题，它们不服从本书上面所介 
绍的渐近规律性. 

在一系列情况下，虽然对于所考虑问题的奇异摄动系统解的定性几何性态具有 
同样的特性，但是边界层已经不能再用其系数依赖于 T = ( t ~ t 0 )/ fl 且当 T — OO 时 
指数式衰减的 M 的幂级数来描述.在 §16 中就谈到这样的非线性问题，即当 M — 0 
时，量 z 具有无穷大初值.从定性关系上，这时2/的性质是类似于在第二、三章所描 
述系统中 z 的性质，但是从定量关系上，2/在初始点邻域中的渐近性态不能用第三章 
的公式来描述.在 §15 的第 5 段中提到由 JI. C. 庞特里亚金 （ JI. C. IIoHTparHH )、 
E. A 米先柯 （ E. A Mumenno) 和其他人所研究的间断现象，虽然在间断点邻域中 
解的性质就定性关系而言也类似于 §15 —开始讨论的情况，但就定量方面而言差异 
却很大. 

还有一类另一种结构的边界层例子,它是求解在高阶导数前有 i + M 因子的线 
性方程初值问题时产生的边界层，当 M = 0时，退化方程的阶数虽然没有降低，但是 
定解条件丢失了（因为退化方程当 （ = 0时有奇性)，因此也产生了边界层.对于这种 
情况， C . B . 洛莫夫 （ C . B . JIomob ) 做了一系列的研究工作 [40] . 

当吉洪诺夫极限过程定理中的条件不满足时，可能会产生这样情况，即当 M — 0 
时，初值问题的解一般没有极限，而在退化解附近产生无穷大频率的振荡 . B. M. 
沃洛索夫 （ B . M. Bojiocob ) 对这种类型的现象做了一系列的研究工作（例如参看 
[27j). 在 A. B. 瓦西里耶娃 （ A. B. BacHjn>eBa) 和 A. A. 普洛特尼科夫 （ A. A. 
nJIOTHHKOB) 的工作中（例如参看 [21]) 对小时滞系统也研究了类似的现象. 
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后记 


我们只谈到奇异摄动系统中存在的某些现象，其中之一从表面上来看就像在本 
书所描述的那样,而其他的却截然不同.还有不同的作者对奇异摄动理论中这些截然 
不同的问题进行过很多单独的研究，在简评 [10] 中列举了这些工作的详细目录;但 
不管怎样，可以看出这里提到的各种各样现象和问题都是与奇异摄动的存在紧密相 
联的. 


自然就产生关于能否用某种统一'的方法来处理这些奇异摄动系统的问题，包 
括性质上的不同情况，亦即既有极限过程趋向于退化解，也有不趋于任何极限的振 
动解. 

当然，由于所有奇异摄动理论问题的类别过于多种多样，大概不可能谈论关于 
它们的统一简单算法，但是可以提出关于构造渐近解的某种一般思想，使得对于每 
一 类特殊问题都可能找到一种相应的算法. 

在这方面首先应该注意到的是克雷洛夫-博戈柳博夫 (KpMJiOBa-Borojiio6oBa) 
的平均化方法[38]，后来由许多作者的工作所发展（见 [6, 2 8, 4 2 , 45, 59]). 关于平均 
化方法对含有奇异摄动问题的应用，例如，在 [10] 中有更详细的介绍. 

应当提到的还有前不久由 C . B 洛莫夫提出的正则化方法（例如参看[41])，它 
是基于在奇异摄动问题中引进新的附加变量而把它转化成正则摄动问题的思想进行 
研究的. 

最后我们指出，目前对奇异摄动问题的研究在两方面进行， 一 方面，在奇异摄动 
理论的一致化方向上,亦即构造统一的 工具; 另一方面，在这个理论的新问题研究方 
向上，它们处于数学应用科学的前沿. 
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